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ПРЕДИСЛОВИЕ

Олимпиада по математике для школьников, которую
Санкт-Петербургский государственный университет ежегодно
проводит вот уже почти 30 лет, дает возможность участникам
проверить и оценить свои знания и силы. Задания Олимпиа-
ды, хотя и являются нестандартными, основаны на школьной
программе, поэтому их интересно решать учащимся с разным
уровнем подготовки — каждый год в Олимпиаде принимают
участие тысячи ребят из разных регионов.

В настоящий сборник вошли задачи отборочного и заклю-
чительного этапов Олимпиады школьников СПбГУ по матема-
тике за 2018/19 учебный год. В разделы с условиями и реше-
ниями заданий отборочного этапа включены отдельные, наибо-
лее интересные, по мнению составителей, задачи этого этапа.
Они разбиты на группы в соответствии со сложностью (10, 20,
30 или 40 баллов). Для того, чтобы понять, что представля-
ет из себя вариант отборочного этапа, нужно выбрать по од-
ной какой-нибудь задаче из каждой группы. В разделах, ко-
торые посвящены заключительному этапу, приведен полный
набор вариантов заданий этого этапа. Все задачи, представ-
ленные в сборнике, сопровождаются ответами и подробными
решениями; для некоторых задач приводятся два способа ре-
шения. Кроме того, даются общие методические указания и
разбор типичных ошибок, которые были сделаны участниками
при решении заданий Олимпиады.

Олимпиада школьников СПбГУ по математике вот уже ко-
торый год подряд получает первый — самый высокий — уро-
вень в перечне олимпиад школьников, который утверждается
Министерством науки и высшего образования РФ. Это дает
возможность победителям и призерам заключительного этапа
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Олимпиады претендовать на те или иные льготы при поступ-
лении в высшие учебные заведения.

Данное издание предназначено как для учащихся, так и для
преподавателей, которым оно будет полезным при подготовке
к участию в олимпиадах школьников по математике.
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ИСТОРИЯ ОЛИМПИАДЫ ШКОЛЬНИКОВ СПбГУ

ПО МАТЕМАТИКЕ

На протяжении всего времени своего существования Санкт-
Петербургский (Ленинградский) государственный университет
традиционно уделял большое внимание привлечению в Уни-
верситет способной молодежи. Особую роль в этом играла ра-
бота со школьниками. По инициативе профессора Г. М. Фих-
тенгольца при ЛГУ был создан первый школьный математи-
ческий кружок. В 1934 году Ленинградский университет про-
вел первую в стране математическую олимпиаду, оргкомитет
которой возглавили такие крупные ученые, как Б. Н. Делоне,
Г. М. Фихтенгольц, В. А. Тартаковский, В. И. Смирнов.

Первая олимпиада по математике Ленинградского госу-
дарственного университета для учащихся выпускных классов
состоялась весной 1990 года. В ней приняли участие около
200 учащихся, в основном из ведущих физико-математических
школ города. В определенной степени эта олимпиада была и
профориентационным мероприятием, но основная ее цель была
в другом. Дело в том, что с конца 1970-х годов городская олим-
пиада школьников по математике стала по сути дела спортив-
ным соревнованием. Для успешного выступления на ней была
необходима специальная тренировка в решении задач по те-
матике, слабо связанной с материалом, который изучается в
школе (даже в физико-математической). Задачи же олимпиа-
ды выпускников были не «олимпиадными» и не школьными,
а «почти школьными», поэтому эта олимпиада начала привле-
кать учащихся обычных школ — ведь в ней интересно было
участвовать всем тем, кто хорошо знал и понимал школьную
математику, а также умел логически рассуждать. Со временем
олимпиада завоевала авторитет среди школьников, и успешное
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выступление на ней стало приравниваться к высшему баллу на
вступительном экзамене по математике в Университет.

С 1998 года олимпиада получила статус региональной и
стала проводиться не только в Санкт-Петербурге, но и в дру-
гих городах России. С 2004 года олимпиада получила название
«Олимпиада Санкт-Петербургского государственного универ-
ситета по математике», а с 2009 года — «Олимпиада школьни-
ков Санкт-Петербургского государственного университета по
математике». Активно участвовать в олимпиаде стали учени-
ки не только выпускных, но и средних классов (с 6 по 10).
С 2011 года отборочный этап Олимпиады проводится как в
очной, так и в заочной форме — через Интернет. Тем са-
мым обеспечивается широкая география Олимпиады: напри-
мер, в 2018/19 учебном году в отборочном этапе приняли уча-
стие более 8000 школьников практически из всех субъектов
Российской Федерации, а также из девяти государств ближ-
него и дальнего зарубежья; более 900 из них участвовало в
заключительном этапе. Победителями и призерами заключи-
тельного этапа Олимпиады стали ребята из 30 субъектов РФ,
а также из Белоруссии и Таджикистана.

В Методическую комиссию, составляющую задания для
Олимпиады, входят профессиональные математики. Поэтому
среди задач регулярно встречаются такие, которые появились
в процессе научных исследований, а не были придуманы спе-
циально для Олимпиады. С 1991 по 2001 год председателем
Жюри Олимпиады был доцент (ныне — профессор) О. А. Ива-
нов, а с 2002 года — профессор Ю. В. Чурин. Организацией
Олимпиады долгие годы руководил член-корреспондент РАН,
профессор Г. А. Леонов.

Сайт Олимпиады школьников СПбГУ:

https://olympiada.spbu.ru/

Интернет-страница Олимпиады по математике:

https://olympiada.spbu.ru/index.php/olimpiada-
shkolnikov/matematika
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ПОРЯДОК ПРОВЕДЕНИЯ ОЛИМПИАДЫ

В настоящее время Олимпиада проводится в два этапа — от-
борочный и заключительный. Отборочный этап проходит в ок-
тябре — январе в заочной форме через Интернет; при этом каж-
дый участник может выбрать удобное для себя время, чтобы
приступить к выполнению заданий Олимпиады. Победители и
призеры отборочного этапа допускаются к участию в заклю-
чительном этапе, который проводится в очной форме в Санкт-
Петербурге и ряде регионов в феврале — марте. Также в за-
ключительном этапе могут участвовать без прохождения от-
борочного этапа победители и призеры заключительного этапа
Олимпиады прошлого года в том случае, если они еще про-
должают обучение в школе. Окончательные итоги Олимпиады
подводятся в начале апреля.

Вариант отборочного этапа состоит из четырех задач раз-
ного типа и уровня сложности; при этом задание для каждого
участника формируется автоматически системой проведения
Олимпиады через Интернет. Для учащихся 6–9 и 10–11 клас-
сов используются различные наборы задач. На решение вари-
анта отводится 60 минут. Входящие в него задачи расположены
в порядке возрастания сложности и оцениваются в 10, 20, 30
и 40 баллов соответственно. Первая задача является тестовой,
в ней нужно выбрать правильные варианты ответа из пред-
ложенных; во второй требуется дать свой ответ без решения.
В третьей и четвертой задачах участник должен привести пол-
ные решения. Перед тем, как приступить к выполнению зада-
ний отборочного этапа, участники имеют возможность для тре-
нировки прорешать демонстрационные варианты, которые со-
ставлены из заданий отборочного этапа Олимпиады прошлых
лет.
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Вариант заключительного этапа состоит из шести задач
различной тематики, каждая из которых оценивается одинако-
вым количеством баллов. Распределение заданий этого этапа
по классам следующее: 6–7, 8–9 и 10–11 классы. На решение
варианта отводится 230 минут.

Как в отборочном этапе, так и в заключительном допуска-
ется только однократное участие. Подробнее о порядке прове-
дения Олимпиады см. в Регламенте Олимпиады школьников
СПбГУ на официальном сайте.
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ОТБОРОЧНЫЙ ЭТАП

Условия задач

6–9 классы

1. Игровой набор состоит из кубика и двух монеток. На гранях
кубика написаны числа 0, 3, 6, 9, 12, 15, а на сторонах одной
из монеток — числа 1 и 10. Известно, что при подбрасывании
кубика и обеих монеток сумма выпавших чисел всегда кратна
трем. Какие числа могут быть написаны на сторонах второй
монетки? (10 баллов).

а) 5 и 8; б) 2 и 4; в) 0 и 1; г) 2 и 11;

д) среди перечисленных ответов нет верного.

2. Известно, что a и b — простые числа, большие 3. Какие из
перечисленных утверждений являются верными (для любых a
и b с заданными свойствами)? (10 баллов).

а) Число a2 − b2 делится на 2.

б) Число a2 − b2 делится на 9.

в) Число a2 − b2 делится на 12.

г) Среди перечисленных ответов нет верного.

3. Игрок может ходить по клеточному полю только влево или
вверх. За ход на одну клетку влево игроку начисляется 2 очка,
за ход на одну клетку вверх — 5 очков. Какое максимальное
количество очков может получить игрок при перемещении в
клетку, находящуюся на 7 клеток левее и на 3 клетки выше
его текущей позиции? (20 баллов).

4. На групповом этапе чемпионата области по футболу играют
5 команд в один круг (то есть каждая играет с каждой по одно-
му разу). За победу присуждается 3 очка, за ничью — 1 очко, за
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поражение — 0 очков. Команды показали следующие резуль-
таты: 9, 8, 5, 5, 0 очков. Сколько игр было сыграно вничью?
(20 баллов).

5. KIA — равнобедренный треугольник с основанием KA и уг-
лами при основании 30◦. Точка R делит сторону KI пополам.
Точка Q — симметрична R относительно основания треуголь-
ника. Пусть также P — точка пересечения IQ и KA, а E —
точка пересечения PR и IA. Докажите, что RE = IQ. (30 бал-
лов).

6. В треугольнике ABC на стороне BC = 7 как на диаметре
построена окружность ω. Сторона AB видна из центра ω под
углом 60◦. Медиана треугольника, проведенная из точки A, пе-
ресекает ω в точке D и делится этой точкой пополам. Прямая
CD пересекает сторону AB в точке E. Найдите периметр тре-
угольника ADE. (30 баллов).

7. В алфавите племени Мамба-Ямба имеется 8 букв: 2 звонких,
3 глухих и 3 нейтральных. Словом в языке этого племени на-
зывается такая последовательность различных букв, что в ней:
а) первая и последняя буквы имеют разную звонкость (т. е. не
являются обе звонкими, обе глухими или обе нейтральными);
б) глухая буква может быть только последней. Песней назы-
вается такая последовательность различных слов, что каждое
последующее слово начинается с той буквы, на которую за-
кончилось предыдущее слово. Сколько слов в самой длинной
песне, состоящей только из трехбуквенных слов? (40 баллов).

8. Какие числа являются делителями числа (n−1)3+n3+(n+
1)3 при всех натуральных n > 2? (40 баллов).
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10–11 классы

1. Игровой набор состоит из куба, тетраэдра и монетки. На
гранях куба написаны числа −3, 0, 3, 6, 12, 15; на сторонах
тетраэдра — числа 1, 4, 10, 13, а на сторонах монетки — числа
5 и 8. Какова вероятность того, что произведение сумм вы-
павших чисел при двух подбрасываниях будет кратно девяти?
(10 баллов).

а) 0; б) 1/6; в) 1/2; г) 1; д) другой ответ.

2. Какие из перечисленных утверждений являются верными?
(10 баллов).

а) Произвольную трапецию всегда можно вписать в окруж-
ность.

б) Равнобедренную трапецию всегда можно вписать в ок-
ружность.

в) Трапецию можно вписать в окружность, если ее средняя
линия равна полусумме боковых сторон.

г) Среди перечисленных ответов нет верного.

3. В альфацентаврианском алфавите S звонких букв, H глу-
хих и N нейтральных. Словом называется такая последова-
тельность различных букв, что в ней

а) первая и последняя буквы имеют разную звонкость (т. е.
не являются обе звонкими, обе глухими или обе нейтраль-
ными);

б) есть хотя бы одна звонкая буква.

Стихотворением называется такая последовательность раз-
личных слов, что каждое последующее слово начинается с той
буквы, на которую закончилось предыдущее слово. Сколько
слов в самом длинном стихотворении, состоящем только из
двухбуквенных слов, если S = 6, H = 3, N = 5? (20 баллов).

4. SPBU — выпуклый четырехугольник, O — точка пересече-
ния его диагоналей. Оказалось, что углы OSP , SOP и BUO
равны 30◦. N — середина SU . Через N проведена прямая, пер-
пендикулярная SU и пересекающая продолжение медианы тре-
угольника POB, проведенной из вершины O, в точке A. Най-
дите величину угла SAU . (30 баллов).
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5. В выпуклом четырехугольнике UEFA угол E в два раза
меньше угла U , а на стороне UE отмечена точка K такая, что
FK — биссектриса угла F и угол UKA равен углу KFE. Верно
ли, что EK = KU + UA? (30 баллов).

6. В лотерее «29 из 13000» разыгрываются не более 29-ти нату-
ральных чисел от 1 до 13000. Розыгрыш проводится до тех пор,
пока выбираемые числа удовлетворяют следующим правилам:
а) ни одно из них не является степенью (большей единицы)
какого-либо натурального числа; б) среди них нельзя указать
несколько, сумма которых была бы степенью (большей еди-
ницы) какого-либо натурального числа. Главный приз лотереи
может быть выплачен, если во время розыгрыша удалось вы-
брать 29 чисел в соответствии с правилами. Может ли главный
приз быть когда-нибудь выплачен? (40 баллов).

7. Банкир К. в течение прошедшего года ежемесячно получал
зарплату. В конце года банкир жертвует на благотворитель-
ность 3/2 своей самой большой зарплаты, полученной в про-
шедшем году. Известно, что для любого k можно выбрать k
месяцев так, что суммарная зарплата банкира за эти k меся-
цев выражается целым числом миллионов рублей. На какую
наименьшую сумму пожертвования может рассчитывать бла-
готворительный фонд, если суммарно за год банкир К. полу-
чил зарплатой 241 млн. рублей? (40 баллов).

8. Вундеркинд Вася каждый день решает по одному уравнению
в натуральных числах. Если уравнение имеет не менее K кор-
ней, то Вася съедает K конфет. Найдется ли такая константа
C, что, решив уравнение AB log2 A = C, где A и B — искомые
натуральные числа, Вася съест 2019 конфет? (40 баллов).

9. Различные иррациональные числа a и b таковы, что ab =
1

a
+

1

b
. Может ли число

a3 + a2 + 1

b3 + b2 + 1
быть рациональным? (40

баллов).
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Ответы и решения

6–9 классы

1. Ответ: а) и г).

Решение. Заметим, что все числа на кубике делятся на 3,
следовательно, чтобы сумма трех выпавших чисел всегда была
кратна трем, необходимо, чтобы была всегда кратна трем сум-
ма выпавших чисел на монетках. Оба числа на одной монетке
имеют остаток 1 при делении на 3. Поэтому, чтобы в сумме с
числами на второй монетке всегда получалось число, кратное
трем, оба числа на второй монетке должны иметь остаток 2
при делении на 3.

2. Ответ: а) и в).

Решение. Воспользуемся формулой a2− b2 = (a− b)(a+ b).
Поскольку a и b простые и большие 3, то они оба нечетные, сле-
довательно, и их разность, и их сумма будут четными. Таким
образом, произведение их разности на их сумму будет делиться
на 2 (более того, оно будет делиться и на 4). Поэтому ответ а)
верен.

Рассмотрим теперь остатки a и b при делении на 3. Если они
одинаковы, то оба равны 1 или 2 (нулем остаток быть не может,
так как простые числа, большие 3, не делятся на 3). Значит,
a−b кратно 3, а a+b — нет. Если же числа имеют разные остат-
ки, то, наоборот, их сумма будет кратна трем, а разность — не
будет. Таким образом, произведение разности чисел на их сум-
му всегда будет делиться на 3 (и, следовательно, на 12 — так
как всегда делится и на 4), но не обязательно будет делиться
на 9 (например, если a = 7, а b = 5, то a2−b2 = 24 — не делится
на 9).
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3. Ответ: 29 очков.

Решение. Отметим два факта:

1) количество очков зависит только от одного сделанного
хода (т. е. не зависит от того, какими были предыдущие ходы);

2) игрок не умеет возвращаться «назад», так как невозмож-
ны ходы вправо или вниз.

Из первого факта следует, что не имеет значения, в какой
последовательности совершать ходы. Из второго — что игроку
нельзя зайти дальше, чем на 7 ходов влево и на 3 хода вверх.
Таким образом, игрок должен совершить ровно 7 ходов влево
(и получить за них 14 очков) и 3 хода вверх (и получить за них
15 очков), то бишь всего игрок получит 14 + 15 = 29 очков при
любом маршруте из текущей позиции в заданную.

4. Ответ: 3.

Решение. Всего было сыграно (5 · 4)/2 = 10 матчей. Заме-
тим, что каждая победа приносит в общую копилку 3 очка, а
каждая ничья — 2 очка. Пусть вничью завершилось n матчей.
Тогда общая сумма очков равна

2n+ 3(10 − n) = 30− n.

Но по условию эта сумма равна 9 + 8 + 5 + 5 + 0 = 27 очков,
откуда n = 3.

5. Решение.

Поскольку точка Q симметрична точке R относительно
KA, то угол QKA равен углу AKI и составляет 30◦. Также из
этой симметричности следует, что KR = KQ. Следовательно,
в треугольнике KIQ угол K равен (30◦ +30◦) = 60◦, а сторона
KQ в два раза меньше стороны KI. Получаем, что треуголь-
ник KQI — прямоугольный с прямым углом Q, а угол I в
нем равен 30◦. Отсюда имеем, что треугольник KPI — рав-
нобедренный (углы K и I в нем равны 30◦). Поскольку R —
середина KI, то медиана PR является также и высотой. То
есть треугольник REI, как и треугольник KQI, на самом деле
прямоугольный (с прямым углом R). Причем катеты KQ и RI
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K

Q

AP

I

E

R

этих треугольников равны. Осталось заметить, что угол RIE —
внешний для треугольника KIA и, следовательно, равен сумме
углов IKA и KAI, т. е. 60◦. Получаем, что треугольники KQI
и REI равны. Соответственно, равны IQ и RE.

6. Ответ: 7/2 + 7
√
3/3.

O

D

C B

60
◦

ω
E

A

Решение. Соединим вершину A треугольника с центром O
окружности ω — это и есть медиана из условия задачи. Тре-
угольник BOD равносторонний: стороны OB и OD равны как
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радиусы ω,

∠ODB = ∠OBD =
180◦ − 60◦

2
= 60◦.

Угол BDC = 90◦ как опирающийся на диаметр. Тогда

∠OCD = ∠ODC = 30◦ = ∠EDA.

Поскольку AD = DO = BD, то

∠ABC = ∠DBC + ∠ABD =
180◦ − (90◦ + 30◦)

2
= 90◦.

Таким образом, ∠BAO = 30◦, и треугольник ADE оказался
равнобедренным. Осталось посчитать его периметр.

Первый способ.

AD = DO = OB = 7/2,

ED = EA =
AD

2
· 1

cos 30◦
=

7

4
· 2√

3
=

7
√
3

6

и периметр PADE = 7/2 + 7
√
3/3.

Второй способ. CD = BC · cos 30◦ = 7
√
3/2, CO = OD =

7/2, периметр PCOD = 7(1 +
√
3/2). Поскольку треугольники

подобны, то

PADE =
AD

CD
· PCOD = 7/2 + 7

√
3/3.

7. Ответ: 37.

Решение. Заметим, что в песне мы можем использовать
только одно слово с глухой буквой и это слово будет последним
словом нашей песни (за словом, оканчивающимся на глухую
буквы, не может в песне следовать никакое другое). Таким об-
разом, наш ответ будет не больше, чем 1+ количество трехбук-
венных слов из звонких и нейтральных букв. Значит, количе-
ство слов в искомой песне конечно.

Найдем количество всех трехбуквенных слов из звонких и
нейтральных букв и покажем, что существует песня, использу-
ющая все эти слова. Наши слова могут быть следующих видов:
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А) содержащие 2 звонких и одну нейтральную буквы:
SiSjN и «обратное» ему NSiSj;

Б) содержащие одну звонкую и 2 нейтральных буквы:
SNiNj и «обратное» ему NiNjS, где i 6= j (S — любая звонкая
буква, Si, Sj — две разных звонких буквы; с нейтральными
аналогично).

Количество слов каждого типа: 2 · (2 − 1) · 3 = 6 (плюс 6
«обратных») и 2 · (3 − 1) · 3 = 12 (плюс 12 «обратных»), т. е.
всего имеется 36 слов. Чтобы показать, как в песне перечис-
лить все 36 слов, промоделируем наши слова следующим обра-
зом: будем рассматривать двудольных граф, вершины первой
доли которого моделируют звонкие буквы, являющиеся конеч-
ными (первыми или последними) буквами трехбуквенных слов,
а вершины второй доли — конечными нейтральными буква-
ми слов (также первыми или последними); однако, поскольку
нам необходимо исследовать трехбуквенные слова, то ориен-
тированные ребра (моделирующие «направление» слова, т. е.
начальная вершина ребра — первая буква слова, конечная —
последняя) между первой и второй долями графа будут «мно-
жественными» в соответствии с тем, какая буква является в
слове средней.

Пример:

S1 N1

. . .. . .

N2

S2

N3

Между вершинами S1 и N1 будут следующие ребра: прохо-
дящие через S2 (в обе стороны, это ребра, моделирующие слова
типа А) — их два; и проходящие через N2 или через N3 (так-
же в обе стороны, это ребра, моделирующие слова типа Б) —
их, очевидно, 4; т. е. всего между S1 и N1 будет 6 ориентиро-
ванных ребер. Аналогично, между любой Si и любой Ni будет
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по 6 ребер (т. е. мы действительно смоделировали все 36 трех-
буквенных слова, состоящих из звонких и нейтральных букв).
Поскольку для каждой вершины графа количество входящих
ребер равно количеству исходящих, то в нем существует эйле-
ров цикл, т. е. можно обойти все ребра графа или можно пе-
речислить все трехбуквенные слова. А поскольку при обходе
графа за ребром, оканчивающемся в вершине v, следует ребро,
начинающееся в этой вершине, то перечисление слов, соответ-
ствующее обходу графа, действительно будет песней.

8. Ответ: 1, 3 и 9.

Решение. Преобразуем заданное число:

(n− 1)3 + n3 + (n+ 1)3 = 3n3 + 6n = 3n(n2 + 2).

Значит, оно делится на 1 и 3. При n = 2 имеем 13+23+33 = 36;
при n = 3 имеем 23 + 33 + 43 = 99. Следовательно, при про-
извольных n наше число может еще делиться лишь на 9. По-
кажем, что это действительно так. Нам достаточно проверить,
что n(n2 + 2) кратно 3. Если n делится на 3, то доказывать
нечего. В противном случае остаток от деления n2 на 3 равен
1, то есть n2 + 2 кратно 3.
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10–11 классы

1. Ответ: г).

Решение. Легко видеть, что все числа на гранях куба име-
ют остаток 0 при делении на 3, все числа на сторонах тетра-
эдра — остаток 1, а оба числа на сторонах монетки — остаток
2. Таким образом, сумма выпавших чисел всегда будет иметь
остаток 0 при делении на 3. Следовательно, произведение двух
сумм выпавших чисел — всегда будет иметь остаток 0 при деле-
нии на 9, т. е. с вероятностью 1 произведение двух сумм кратно
десяти.

2. Ответ: б).

Решение. Проанализируем каждое из утверждений.
Если бы было верным утверждение «а», то это бы означало,

что у любой трапеции суммы противоположных углов всегда
равны 180◦. Однако, для, например, прямоугольной трапеции
это неверно.

В равнобедренной трапеции суммы противоположных уг-
лов всегда равны и, следовательно, составляют по 180◦. Таким
образом, равнобедренная трапеция всегда является вписанным
четырехугольником, и утверждение «б» верно.

Рассмотрим прямоугольную трапецию ABCD следующего
вида: основание AD = 6, основание BC = 3; боковые сторо-
ны AB = 4, CD = 5; ∠A = ∠B = 90◦. Легко заметить, что в
данной трапеции средняя линия (равная полусумме длин ос-
нований) равна полусумме боковых сторон, т. е. удовлетворяет
требованиям утверждения в). Однако уже было показано, что
прямоугольная трапеция не может быть вписана в окружность.
Значит, утверждение неверно.

3. Ответ: 96.

Решение. Из условий а) и б) и того, что мы рассматрива-
ем стихотворения из двухбуквенных слов, следует, что слова
в таких стихотворениях могут быть только 4-х видов: H + S,
S+H, S+N , N+S, где H — любая из глухих букв, S — любая
из звонких букв. Всего слов указанных видов: 18, 18, 30, 30,
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соответственно. Т. е. в двухбуквенном стихотворении не может
быть более 96 слов. Теперь покажем, что эта оценка достига-
ется.

Способ первый. Рассмотрим трехдольный граф, в кото-
ром вершины первой доли соответствуют глухим буквам (Hi,
i = 1, 2, 3), вершины второй — звонким (Si, i = 1, . . . , 6), вер-
шины третьей — нейтральным (Ni, i = 1, . . . , 5); таким об-
разом, ориентированные ребра графа — двухбуквенные слова.
Легко видеть, что все вершины первой доли соединены реб-
рами со всем вершинами второй доли и обратно (это соответ-
ствует словам первых двух типов); также все вершины третьей
доли соединены ребрами со всеми вершинами второй доли и
обратно (это соответствует четвертому и третьему видам слов
соответственно). Для всех вершин данного графа количество
входящих ребер совпадает с количеством исходящих, поэтому
в нем существует эйлеров цикл (т. е. цикл, обходящий все реб-
ра). Поэтому мы можем перечислить все двухбуквенные слова
так, чтобы они образовывали стихотворение. (На самом деле,
такое стихотворение не единственно, оно может как начинать-
ся с любого слова, так и по-разному «обходить ребра»; но во-
прос о количестве стихотворений наибольшей длины в задаче
не стоит.)

H1 H2 H3

S1 S2 S3 S4 S5 S6

N1 N2 N3 N4 N5

Способ второй. Можно явно построить пример перебора
слов указанных видов (т. е. явно описать обход графа, опи-
санного в способе первом). Например, будем всегда, когда это
только возможно, использовать за некоторым словом в стихо-
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творении ему обратное; начнем перебирать слова первых двух
типов:

H1S1 − S1H1 −H1S2 − S2H1 − . . . −H1S6 − S6H2 −H2S1 − . . .

. . .− S5H2 −H2S6 − S6H3 −H3S1 − . . .− S5H3 −H3S6.

Мы уже перебрали 36 − 1 = 35 слов (осталось неиспользован-
ным только слово S6H1, но оно нам потребуется для «замы-
кания цикла»). Теперь, аналогично, начиная с буквы S6, на
которой мы сейчас остановились, перечислим слова третьего и
четвертого типов:

S6N5 −N5S6 − S6N4 − . . .

. . .−N2S6 − S6N1 −N1S5 − S5N5 −N5S5 − S5N4 − . . .

. . .−N2S5 − S5N1 −N1S4 − . . .−N1S1 − S1N5 −N5S1−
− S1N4 −N4S1 − S1N3 −N3S1 − S1N2 −N2S1 − S1N1 −N1S6.

Мы перебрали все слова третьего и четвертого типов (т. е. пе-
ребрали 60 слов) и вернулись в «исходную» букву S6, из кото-
рой, используя последнее из неиспользованных двухбуквенных
слов — S6H1 — мы «замкнем цикл».

4. Ответ: 120◦.

S

N

U

B

A

O

P
X

Решение. Покажем, что PABO параллелограмм. Для это-
го возьмем точку X, чтобы PXBO был параллелограммом, и
покажем, что точки A и X совпадают. Углы SOP и BOU рав-
ны как вертикальные, а углы SOP и BUO равны по условию,
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следовательно, равны углы BOU и BUO и, тем самым, рав-
ны стороны BU и BO. По построению параллелограмма рав-
ны BO и PX. Аналогично равны PS, PO (как боковые сто-
роны равнобедренного по условию треугольника SPO) и BX
(по построению параллелограмма). Угол UBX равен сумме уг-
лов UBO и OBX, которые равны углам SPO и OPX соответ-
ственно (равенство первой пары — из подобия треугольников
SPO и OBU ; равенство второй пары — из равенства противо-
положных углов параллелограмма). Таким образом, получаем
равенство треугольников UBX и SPX по первому признаку.
Следовательно, XS = XU , т. е. точка X лежит на серединном
перпендикуляре к SU ; а поскольку прямая OX содержит ме-
диану треугольника POB, проведенную из вершины O (диаго-
нали параллелограмма делятся точкой пересечения пополам),
то точки A и X совпадают.

Теперь заметим, что SP/SO = (из подобия треугольников
SPO и BOU) BO/OU = (из «параллелограммности» PABO)
= PA/OU . Угол SPA равен сумме углов SPO и OPA, которые
равны 180◦ − 2 · 30◦ и 30◦ соответственно, т.е. угол SPA равен
150◦. Угол SOU также равен 150◦. Получаем, что треугольники
SPA и SOU подобны. Это означает, что углы PSA и OSU
равны.

Следовательно, равны и углы ASU и PSB. Таким образом,
ASU — равнобедренный треугольник, углы при основании ко-
торого равны 30◦. Поэтому угол при вершине этого треуголь-
ника равен 120◦.

5. Ответ: Да, верно.

Решение. Отметим на луче EU за точкой U точку O так,
что UO = UA. Тогда треугольник UOA будет равнобедренным
с основанием OA, причем

∠A = ∠O =
1

2
∠EUA = ∠KEF.

Заметим, что

∠AKF = 180◦ − ∠UKA− ∠EKF =

= 180◦ − ∠EFK − (180◦ − ∠KEF − ∠EFK) = ∠KEF.
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Следовательно, треугольники KOA и KAF подобны (∠KOA =
∠AKF и ∠AKO = ∠EFK = ∠KFA). Поэтому получаем, что
∠KAO = ∠KAF , т. е. AK — биссектриса угла FAO.

Углы E и F в треугольнике KEF , а также углы A и O в
треугольнике KAO — острые (по условию), поэтому основания
высот в треугольниках KEF и KAO, проведенных из точки
K — точки K1 и K3 — лежат на сторонах EF и AO соответ-
ственно. Очевидно, точка K2 также лежит на стороне AF .

Треугольники AKK2 и AKK3 равны, откуда KK2 = KK3

и, аналогично, KK2 = KK1

Следовательно, прямоугольные треугольники KK1E и
KK3O равны — у них равны катеты KK1 и KK3, а также

∠EKK1 = 90◦ − ∠KEK1 = 90◦ − ∠KOK3 = ∠OKK3.

Поэтому KE = KO = KU + UO = KU + UA.

6. Ответ: Да.

Решение. Покажем, что из промежутка от 1 до 13000 мож-
но выбрать 29 натуральных чисел, удовлетворяющих правилам
лотереи. Возьмем простое число 439 и числа вида 439k, где k
от 2 до 29 включительно.

Все эти числа лежат в диапазоне от 1 до 13000, поскольку

439× 29 = 12731 < 13000.
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Кроме того, сумма любого набора из этих чисел кратна 439 и
лежит в диапазоне от 439 до

439(1 + . . .+ 29) = 439 · 435 < 4392.

Значит, эта сумма не кратна 4392 и, тем более, 439n при n ≥ 2.
Поэтому такая сумма не может быть степенью натурального
числа.

7. Ответ: 30,25 миллиона рублей.

Решение. Сначала попробуем оценить, насколько малень-
кой может быть самая большая зарплата банкира в прошед-
шем году (если она на самом деле была больше, то благотво-
рительный фонд получит пожертвование большего размера —
нас же интересует, меньше чего пожертвование банкира не мо-
жет быть). Возьмем k = 6 и рассмотрим суммарную зарплату
банкира за те 6 месяцев, когда она выражалась целым числом
миллионов рублей. Если она не превосходит 120 миллионов, то
за другие 6 месяцев банкир получил не менее 121 миллиона.
Таким образом, максимальная месячная зарплата банкира не
меньше 201

6 миллионов, а 3/2 от этой суммы составляет 30,25
миллиона.

Теперь построим пример, на котором достигается получен-
ная нами оценка. Пусть банкир в первые 6 месяцев получал по
20 миллионов, а во вторые — по 201

6 миллионов. Покажем, что
для любого k ∈ {1, . . . 12} найдутся k месяцев с суммарной зар-
платой в целое число миллионов. Если k ≤ 6 — берем первые
k месяцев, а при k > 6 — последние шесть и первые k − 6.

8. Ответ: Да.

Решение. Будем искать число A в виде 22
s

. Тогда надо
найти у некоторого числа много представлений вида 2B·2s+s.
Для этого достаточно, чтобы много представлений имело число
n = B · 2s + s. То есть надо найти число n такое, что n − s
делится на 2s для 2019 различных s. Будем говорить, что число
s подходит числу n если n− s делится на 2s.

Нам достаточно показать, что для любого натурального k
найдется число n, которому подходит не менее k различных s.
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Сделаем это по индукции. База очевидна: числу n = 3 под-
ходит s = 1. Пусть некоторому n подходят различные числа
s1, . . . , sk. Положим N = n+ 2n. Для i ∈ {1, . . . , k}

N − 2si =
(
n− 2si

)
+ 2n.

Выражение в скобках делится на 2si , так как si подходит числу
n. Кроме того, 2n делится на 2si , так как n > si. Поэтому любое
из чисел si подходит N . Кроме того, число n подходит N по
построению, и оно отлично от s1, . . . , sk. Таким образом, числу
N соответствует не менее k + 1 различных чисел.

9. Ответ: Да, может.

Решение. Перепишем заданное условие на числа a и b:

ab =
1

a
+

1

b
=⇒ a2b2 = a+ b, a 6= 0, b 6= 0.

Интересующее нас число можно преобразовать следующим об-
разом:

a3 + a2 + 1

b3 + b2 + 1
=

b2(a3 + a2 + 1)

a2(b3 + b2 + 1)
· a

2

b2
=

a3b2 + a2b2 + b2

b3a2 + b2a2 + a2
· a

2

b2
=

=
a3b2 + a+ b+ b2

b3a2 + a+ b+ a2
· a

2

b2
=

a(a+ b) + a+ b+ b2

b(a+ b) + a+ b+ a2
· a

2

b2
=

a2

b2
.

Выразим a через b из квадратного уравнения b2 ·a2−a− b = 0:

a =
1±

√
1 + 4b3

2b2
.

Тогда можно найти, что

a2

b2
=

1±
√
1 + 4b3 + 2b3

2b6
.

Попробуем подобрать какое-нибудь иррациональное число b та-
кое, что a 6= b, а последнее выражение есть число рациональ-
ное. Легко видеть, что нас устроит b = −1/ 3

√
4. Действительно,

при таком b
a2

b2
=

1 + 2b3

2b6
=

1− 2/4

2/16
= 4,
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и

a =
1

2b2
=

3
√
2 6= b.

Замечание. Существуют и другие подходящие пары чисел
a и b, например,

a = 2
3

√

3

4
, и b =

3

√

3

4
.
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ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЙ ЭТАП

Условия задач

6–7 классы

Вариант 1

1.1. Костя расставляет в клетках листа бумаги последователь-
ные натуральные числа, двигаясь по спирали так, как показа-
но на рисунке. Какое число будет написано в клетке справа от
числа 2019?

5 6 7

4 1 8

14 3 2 9

13 12 11 10

1.2. Говоря о рыбе, каждый рыбак всегда называет больший
вес, чем на самом деле. При этом все рыбаки вес чужой рыбы
завышают не более чем в 2 раза, а вес своей рыбы — не менее
чем в 7 раз. Беседуют два рыбака A и Б.

A. Эта твоя рыбина весит 30 кг.
Б. Ошибаешься, она весит 150 кг!
А. Может я немного ошибся, но тогда она весит 31 кг.
Б. Я тоже мог быть неточным, но уверен, что она весит

149 кг.
А. Она весит 32 кг!
Б. Нет, 148 кг.

Какое наибольшее число реплик может содержать такая бе-
седа и какой вес будет упомянут в последней реплике? (Оба
собеседника знают настоящий вес рыбы.)
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1.3. В остроугольном треугольнике ABC на стороне AB взя-
ты точки D и E (точка D лежит на отрезке AE), при этом
AD = BE, DE < AD. На стороне BC выбрана такая точка
G, что прямая EG параллельна биссектрисе угла BAC. Точка
F — основание перпендикуляра, опущенного на сторону AC из
точки D. Докажите, что FD +EG > DE.

1.4. При сложении двух чисел в столбик Костя сначала скла-
дывает цифры, не делая переносов, но запоминает, в каких раз-
рядах они возникли. Затем он прибавляет переносы к результа-
ту. При этом иногда по ошибке он может прибавить переноси-
мую единицу не к соседнему старшему разряду, а к соседнему
младшему. Так, в примере справа разряды, где есть перенос,
помечены звездочками. Перенос единицы из разряда единиц
Костя сделал правильно, а перенос единицы из разряда десят-
ков — неправильно (он прибавил переносимую единицу не к
разряду сотен, а к разряду единиц). Если при учете переносов
у Кости возникает потребность сделать еще переносы, то их он
уже делает без ошибки.

1 9 5
2 7 6

3 6 1
* *

3 7 2

Как-то раз Костя подсчитал сумму всех трехзначных чисел от
200 до 400 включительно. Мог ли он получить ответ 41 400?

1.5. В кружочках выписаны числа от 10 до 22 так, что сумма
чисел на любом отрезке, содержащем 3 кружочка, одна и та
же. Какое число стоит в центральном кружочке?
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1.6. На очень длинной линии метро находится 300 станций.
Стены каждой станции покрашены в один определенный цвет,
причем в этот же цвет могут могут быть покрашены и какие-
то другие станции. Известно, что на любом отрезке линии, где
есть хотя бы одна станция, можно указать станцию «уникаль-
ного» цвета (то есть цвета, который у других станций на этом
отрезке не встречается). В какое наименьшее число цветов мо-
гут быть окрашены станции этой линии метро?

Вариант 2

2.1. Таня расставляет в клетках листа бумаги последователь-
ные натуральные числа, двигаясь по спирали так, как показано
на рисунке. Какое число будет написано в клетке слева от чис-
ла 2031?

10 9 8 7

11 2 1 6

12 3 4 5

13 14

2.2. Говоря о собранных грибах, каждый грибник называет
большее их количество, чем на самом деле. При этом все гриб-
ники число чужих грибов завышают не более чем в 3 раза,
а число своих грибов — не менее чем в 8 раз. Беседуют два
грибника A и Б.

A. Я вчера собрал в лесу 215 белых грибов.
Б. Да в этом лесу больше 60 грибов расти вообще не может.

А. После дождей грибы так растут. 214 белых я точно со-
брал!

Б. Гриб, может, и растет, но больше 61 гриба там собрать
невозможно.

А. Я собрал 213 грибов!

Б. Нет. Не больше 62.
Какое наибольшее число реплик может содержать такая беседа
и какое количество грибов будет упомянуто в последней репли-
ке? (Оба собеседника знают, сколько грибов собрал А на самом
деле).
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2.3. В остроугольном треугольнике BCD на стороне BD взя-
ты точки G и F (точка G лежит на отрезке BF ), при этом
BG = DF , GF < BG. Точка E — основание перпендикуляра,
опущенного из точки F на сторону BC, L — основание перпен-
дикуляра, опущенного из точки G на сторону CD. Докажите,
что EF +GL > 2FG.

2.4. При сложении двух чисел в столбик Костя сначала скла-
дывает цифры, не делая переносов, но запоминает, в каких
разрядах они возникли. Затем он прибавляет переносы к ре-
зультату. При этом иногда по ошибке он вместо прибавления
переносимой единицы к соседнему старшему разряду вычитает
единицу из соседнего младшего разряда. Такую ошибку Костя
может сделать, только если в младшем разряде стоит не 0. Так,
в примере справа разряды, где есть перенос, помечены звездоч-
ками. Перенос единицы из разряда единиц Костя сделал пра-
вильно, а перенос единицы из разряда десятков — неправильно
(он не прибавил переносимую единицу к разряду сотен, а вы-
чел ее из разряда единиц).

1 9 5
2 7 6

3 6 1
* *

3 7 0

Как-то раз Костя подсчитал сумму всех трехзначных чисел от
300 до 500 включительно. Мог ли он получить ответ 70 000?

2.5. В кружочках выписаны числа от 5 до 17 так, что сумма
чисел на любом отрезке, содержащем 3 кружочка, одна и та
же. Какое число стоит в центральном кружочке?
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2.6. Вдоль длинной улицы стоит 150 фонарей. Каждый фонарь
светит определенным цветом, причем цвета фонарей могут по-
вторяться. Известно, что на любом отрезке улицы, где есть хо-
тя бы один фонарь, найдется фонарь «уникального» цвета (то
есть цвета, который у других фонарей на этом отрезке не встре-
чается). Какое наименьшее число цветов фонарей может быть
на этой улице?

Вариант 3

3.1. Андрей расставляет в клетках листа бумаги последова-
тельные натуральные числа, двигаясь по спирали так, как по-
казано на рисунке. Какое число будет написано в клетке сверху
от числа 1930?

14 13

5 4 3 12

6 1 2 11

7 8 9 10

3.2. Рассказывая об урожае яблок, каждый дачник называет
больший их вес, чем на самом деле. При этом все дачники вес
чужих яблок завышают не более чем в 3 раза, а вес своих яб-
лок — не менее чем в 7 раз. Беседуют два дачника A и Б.

A. Этой осенью я собрал 230 кг яблок.

Б. Этот год был не слишком урожайный, ты не мог собрать
больше 70 кг!

А. Так у меня же яблони одна к одной! 229 кг я точно со-
брал.

Б. Да ведь лето было сухое, больше 71 кг ты никак не мог
собрать!

А. Я собрал 228 кг яблок!

Б. Нет. Не больше 72 кг.

Какое наибольшее число реплик может содержать такая беседа
и какой вес яблок будет упомянут в последней реплике? (Оба
собеседника знают, сколько килограммов яблок собрал А на
самом деле).
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3.3. В остроугольном треугольнике ABC на стороне BC взя-
ты точки F и G (точка F лежит на отрезке CG), при этом
CF = BG, FG < BG. На стороне AC выбрана такая точка E,
что прямая EF параллельна биссектрисе угла ABC. На сто-
роне AB выбрана такая точка D, что прямая DG параллельна
биссектрисе угла ACB. Докажите, что FE +DG > FG.

3.4. При сложении двух чисел в столбик Костя сначала скла-
дывает цифры, не делая переносов, но запоминает, в каких раз-
рядах они возникли. Затем он прибавляет переносы к результа-
ту. При этом иногда по ошибке он вместо прибавления перено-
симой единицы к соседнему старшему разряду прибавляет две
единицы к соседнему младшему разряду. Так, в примере спра-
ва разряды, где есть перенос, помечены звездочками. Перенос
единицы из разряда единиц Костя сделал правильно, а перенос
единицы из разряда десятков — неправильно (он прибавил не
одну единицу к разряду сотен, а две к разряду единиц). Если
при учете переносов у Кости возникает потребность сделать
еще переносы, то их он уже делает без ошибки.

1 9 5
2 7 6

3 6 1
* *

3 7 3

Как-то раз Костя подсчитал сумму всех трехзначных чисел от
100 до 300 включительно. Мог ли он получить ответ 30 000?

3.5. В кружочках выписаны числа от 8 до 20 так, что сумма
чисел на любом отрезке, содержащем 3 кружочка, одна и та
же. Какое число стоит в центральном кружочке?
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3.6. На каждом этаже 100-этажного небоскреба стены окра-
шены в определенный цвет, причем цвета этажей могут по-
вторяться. Известно, что любой фрагмент небоскреба, содер-
жащий несколько последовательных этажей, содержит этаж
«уникального» цвета (то есть цвета, который на других этажах
этого фрагмента не встречается). В какое наименьшее число
цветов могут быть окрашены этажи этого небоскреба?
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8–9 классы

Вариант 1

1.1. Маша на свой день рождения принесла в школу конфеты,
оставила несколько конфет себе, а остальные раздала шесте-
рым своим подружкам. Оказалось, что у всех девочек разное
число конфет, и количество конфет у любых четырех девочек
больше, чем у трех оставшихся. Какое наименьшее количество
конфет Маша могла оставить себе?

1.2. При каких a квадратные трехчлены x2 + ax − 2 и 2x2 −
3x+ 2a имеют общий корень?

1.3. На столе лежит 2019 камней. Петя и Вася играют в игру
по следующим правилам. Ходят по очереди, начинает Петя. За
один ход можно взять со стола 1 или 2 камня, но один и тот же
игрок два раза подряд не может брать 2 камня. Проигрывает не
имеющий хода. Кто из игроков сможет обеспечить себе победу
вне зависимости от игры противника?

1.4. Для любых положительных чисел a, b и c докажите нера-
венство

a

2a2 + b2 + c2
+

b

a2 + 2b2 + c2
+

c

a2 + b2 + 2c2
6

9

4(a+ b+ c)
.

1.5. Внутри треугольника ABC выбрана такая точка D, что
∠ABD = ∠ACD и ∠ADB = 90◦. Точки M и N середины сто-
рон AB и BC соответственно. Найдите угол ∠DNM .

1.6. Найдите все пары простых чисел p и q, для которых p2 +
pq + q2 является точным квадратом.

Вариант 2

2.1. Из нескольких одинаковых белых кубиков Петя сложил
большой куб и покрасил его грани в черный цвет. Оказалось,
что число кубиков с одной черной гранью равно числу пол-
ностью белых кубиков. Сколько маленьких кубиков ровно с
двумя черными гранями?
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2.2. Найдите все такие квадратные трехчлены ax2+bx+c с це-
лыми коэффициентами, графики которых проходят через точ-
ки (a, b), (b, c) и (c, a) (среди этих точек могут быть совпадаю-
щие).

2.3. Том Сойер и Гекльберри Финн играют в игру, заключа-
ющуюся в покраске забора, состоящего из 1000 неокрашенных
дощечек, в синий и красный цвета. Начинает Том, ходы дела-
ются по очереди. За один ход игрок выбирает одну из неокра-
шенных дощечек и цвет, а затем красит эту дощечку в выбран-
ный цвет. Игра заканчивается, когда будут покрашены все до-
щечки. Том хочет, чтобы по окончании игры было как можно
больше пар соседних разноцветных дощечек, а Гек хочет, чтобы
было как можно меньше пар соседних разноцветных дощечек.
Какое максимальное число таких пар Том может обеспечить
вне зависимости от игры Гека?

2.4. Вещественные числа a, b, c и d удовлетворяют соотноше-
ниям

a+ b+ c+ d = 0 и a2 + b2 + c2 + d2 = 12.

Найдите наименьшее и наибольшее значения произведения
abcd.

2.5. Дан неравнобедренный остроугольный треугольник ABC.
На лучах AB и AC выбраны соответственно такие точки K и L,
что четырехугольник KBCL вписанный. Точка H — основание
высоты, опущенной из вершины A на сторону BC. Докажите,
что если KH = LH, то H — центр описанной окружности
треугольника AKL.

2.6. Найдите все пары простых чисел p и q, для которых p2+q3

является точным кубом.

Вариант 3

3.1. По кругу написаны 20 различных натуральных чисел, так
что любые два соседних числа отличаются на 2 или на 5. Най-
дите наибольшую возможную разность между двумя из напи-
санных чисел.
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3.2. Найдите все квадратные трехчлены f(x) = x2+ax+b, для
которых f(f(−1)) = f(f(0)) = f(f(1)).

3.3. На столе лежит 2019 камней. Петя и Вася играют в игру
по следующим правилам. Ходят по очереди, начинает Петя. За
один ход можно взять со стола 1 или 2 камня, но один и тот
же игрок два раза подряд не может брать 1 камень. Проигры-
вает не имеющий хода. Кто из игроков сможет обеспечить себе
победу вне зависимости от игры противника?

3.4. Для положительных чисел a, b и c докажите неравенство

a5

b3
+

b5

c3
+

c5

a3
>

a3

b
+

b3

c
+

c3

a
.

3.5. В остроугольном треугольнике ABC опущены высоты BD
и CE. Внутри треугольника взята точка X. Пусть X1 — точка,
симметричная X относительно прямой AB, X2 — точка, сим-
метричная X1 относительно прямой BC, а X3 — точка, сим-
метричная X2 относительно прямой CA. Точка M — середина
отрезка XX3. Докажите, что точки D, E и M лежат на одной
прямой.

3.6. Существуют ли такие простые числа p, q и r, для которых
число

(p2 − 7)(q2 − 7)(r2 − 7)

является точным квадратом?

Вариант 4

4.1. На свой день рождения Вася принес в класс несколько
конфет и все их раздал своим одноклассникам (каждому доста-
лось не менее одной конфеты). Некоторые из них поделились
с одноклассниками полученными конфетами. В результате у
четверти всего класса оказалось по 2 конфеты, у трети клас-
са — по 1 конфете, у Маши оказалось 6 конфет, а больше ни у
кого конфет не осталось. Какое наибольшее количество конфет
мог раздать Вася?
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4.2. При каких a квадратные трехчлены

x2 + ax− 6 и 2x2 − 5x+ 2a

имеют общий корень?

4.3. В тетради карандашом нарисована квадратная сетка
2019 × 2019 клеток (сторона клетки равна 1). Петя и Вася иг-
рают в игру по следующим правилам. Ходят по очереди, начи-
нает Петя. За один ход игрок стирает один единичный отрезок
этой сетки. Выигрывает тот игрок, после чьего хода образует-
ся клетка, все четыре стороны которой стерты. Кто из игроков
может обеспечить себе победу вне зависимости от игры сопер-
ника?

4.4. Для положительных чисел a, b и c докажите неравенство

a3

b2
+

b3

c2
+

c3

a2
>

a2

b
+

b2

c
+

c2

a
.

4.5. В остроугольном треугольнике ABC с наименьшей сторо-
ной AB провели высоты BB1 и CC1, они пересеклись в точке
H. Через точку C1 провели окружность ω с центром в точке H
и окружность ω1 с центром в точке C. Через точку A провели
касательную к ω, касающуюся ее в точке K, а также касатель-
ную к ω1, касающуюся ее в точке L. Найдите ∠KB1L.

4.6. Найдите все пары простых чисел p и q, для которых

p3 + 1700

q3 + 96
= q3.
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10–11 классы

Вариант 1

1.1. Имеется 8 черных ладей и n белых. При каком наибольшем
n их можно расставить на шахматной доске так, чтобы одно-
цветные ладьи не били друг друга? Ладья не бьет насквозь
через другую фигуру.

1.2. Даны положительные числа x, y, z. Найдите максимальное
значение выражения

A =
xyz (x+ y + z)

√

(xy)4 + (yz)4 + (xz)4
.

1.3. Дан треугольник ABC с меньшей стороной AB. На сто-
ронах AB и AC выбраны соответственно точки X и Y так,
что BX = CY . Под каким углом прямая, проходящая через
центры описанных окружностей треугольников ABC и AXY ,
пересекает прямую BC, если ∠ABC = β и ∠BCA = γ?

1.4. Десятичная запись квадрата натурального числа x пред-
ставляет собой два одинаковых соседних блока из n цифр. Мо-
жет ли n равняться 20182019?

1.5. На однокруговой турнир по настольному теннису подало
заявку 16 человек. Когда было сыграно n матчей, оказалось,
что среди любых трех теннисистов найдутся двое, уже сыграв-
ших между собой. При каком наименьшем n такое возможно?

1.6. Три конуса с общей вершиной, касающихся друг друга
внешним образом, имеют высоту 2 и радиус основания

√
3. Два

шара касаются внешним образом друг друга и всех конусов.
Найдите отношения радиусов шаров (большего к меньшему).

Вариант 2

2.1. Имеется 9 черных ладей и n белых. При каком наибольшем
n их можно расставить на шахматной доске так, чтобы одно-
цветные ладьи не били друг друга? Ладья не бьет насквозь
через другую фигуру.
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2.2. Даны положительные числа x, y, z. Найдите максимальное
значение выражения

A =
xyz (x+ y + z)

x4 + y4 + z4
.

2.3. Окружность ω единичного радиуса проходит через вер-
шины B и C треугольника ABC и вторично пересекает его
стороны AB и AC в точках K и L соответственно. На лучах
BL и CK отмечены соответственно такие точки P и Q, что
BP = AC и CQ = AB. Найдите расстояние между центрами
описанных окружностей треугольников APQ и KBC.

2.4. Шестнадцатеричная запись квадрата натурального чис-
ла x представляет собой два одинаковых соседних блока из n
цифр. Может ли n равняться 2023?

2.5. В однокруговом турнире по настольному теннису участву-
ет 2k спортсменов. В каждом туре все участники проводят по
одному матчу. Какое наименьшее число туров надо сыграть,
чтобы при любом расписании игр обязательно нашлось трое
теннисистов, сыгравших друг с другом?

2.6. Имеется три одинаковых конуса с общей вершиной, каса-
ющихся друг друга внешним образом, а также два шара, каса-
ющихся внешним образом друг друга и всех конусов. Радиусы
шаров относятся как 1 : 3. Найдите угол при вершине кону-
сов. (Углом при вершине конуса называется угол между его
образующими в осевом сечении).

Вариант 3

3.1. При каком наибольшем n на шахматной доске можно рас-
ставить n королей и n ладей так, чтобы никакая фигура не
была под боем?

3.2. Даны числа x, y > 0. Найдите максимальное значение вы-
ражения

A =
xy (x+ y)
√

x6 + y6
.
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3.3. Дан острый угол BAD, где точка D отлична от A. На луче
AB произвольным образом выбирается точка X, также отлич-
ная от A. Пусть P — точка пересечения касательных к описан-
ной окружности треугольника ADX, проведенных в точках D
и X. Найдите геометрическое место точек P .

3.4. Дано натуральное число x, десятичная запись которого
n-значная и не содержит нулей. Числа x и x2 в десятичной
системе одинаково читаются слева направо и справа налево.
Найдите все n, при которых такое x существует.

3.5. В однокруговом турнире по настольному теннису приня-
ло участие 35 человек. По итогам турнира оказалось, что нет
такой четверки игроков A,B,C,D, что A выиграл у B, B —
у C, C — у D, а D — у A. Каково наибольшее количество тро-
ек участников, одержавших во встречах между собой ровно по
одной победе? Ничьих в теннисе не бывает.

3.6. Четыре конуса с общей вершиной попарно касаются друг
друга внешним образом. Первые два и последние два конуса
имеют одинаковый угол при вершине. Найдите максимальный
угол между осями симметрии первого и третьего конусов. (Уг-
лом при вершине конуса называется угол между его образую-
щими в осевом сечении).

Вариант 4

4.1. При каком наибольшем n на доске 9×9 можно расставить
n королей и 6 ладей так, чтобы никакая фигура не была под
боем?

4.2. Даны числа x, y > 0. Найдите максимальное значение вы-
ражения

A =
xy (x+ y)
4
√

x12 + y12
.

4.3. Дан тупой угол BAD, где точка D отлична от A. На луче
AB произвольным образом выбирается точка X, также отлич-
ная от A. Пусть P — точка пересечения касательных к описан-
ной окружности треугольника ADX, проведенных в точках D
и X. Найдите геометрическое место точек P .
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4.4. Дано натуральное число x, шестнадцатеричная запись ко-
торого n-значная и не содержит нулей. Числа x и x2 в шест-
надцатеричной системе одинаково читаются слева направо и
справа налево. Найдите все n, при которых такое x сущест-
вует.

4.5. В однокруговом турнире по настольному теннису прини-
мает участие 20 человек. Если тройка участников A,B,C та-
кова, что A выиграл у B, а B — у C, то организаторы турни-
ра вручают спортсменам из этой тройки соответственно «золо-
той», «серебряный» и «бронзовый» сувениры. Участник, ока-
завшийся в нескольких тройках, получает сувенир за каждую
из них. Какое наименьшее количество «серебряных» сувениров
надо закупить организаторам, чтобы их хватило вне зависимо-
сти от результатов турнира? Ничьих в теннисе не бывает.

4.6. Четыре конуса с общей вершиной O касаются друг дру-
га внешним образом, причем первые два и последние два их
них имеют одинаковый угол при вершине. Пятый конус, от-
личный от четвертого, касается первых трех конусов внешним
образом. Найдите максимальный угол при вершине пятого ко-
нуса. (Углом при вершине конуса называется угол между его
образующими в осевом сечении).

Вариант 5

5.1. Какое наибольшее количество слонов можно расставить
на шахматной доске так, чтобы на каждой диагонали распола-
галось не более трех слонов?

5.2. Даны различные числа a, b, c. Найдите минимальное зна-
чение выражения

A =
(a− b)(b− c)(c − a)

|a− b|3 + |b− c|3 + |c− a|3 .

5.3. На сторонах BC и AB остроугольного треугольника ABC
выбраны точки D и X. Прямые, проходящие через X парал-
лельно BC и AD, пересекают соответственно стороны AC и
BC в точках Y и Z. Пусть M , K и N — середины отрезков
BC, Y Z и AD соответственно. Найдите угол MKN .
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5.4. Десятичная запись натурального числа x — это написан-
ная 2019 раз подряд пара каких-то цифр. Число y получено
некоторой перестановкой цифр x. Может ли десятичная запись
числа x · y представлять собой многократно повторенный блок
из четырех цифр?

5.5. В однокруговом турнире по настольному теннису приня-
ло участие 25 человек. Каждый теннисист одержал по 12 по-
бед. Сколько по итогам турнира оказалось троек участников,
одержавших во встречах между собой ровно по одной победе?
Ничьих в теннисе не бывает.

5.6. Три конуса с общей вершиной O касаются друг друга
внешним образом. Первые два конуса имеют угол при вершине
π
3 , а ось симметрии третьего конуса перпендикулярна осям сим-
метрии первых двух. Еще один конус с вершиной O касается
внешним образом трех других. Найдите его угол при вершине.
(Углом при вершине конуса называется угол между его обра-
зующими в осевом сечении.)

Вариант 6

6.1. Какое наибольшее количество фишек можно расставить
на клетчатой доске 12 × 12 так, чтобы на каждой диагонали
располагалось не более пяти фишек?

6.2. Даны различные числа a, b, c. Найдите максимальное зна-
чение выражения

A =
(a− b)2(b− c)2(c− a)2

(
(a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2

)3 .

6.3. На стороне BC остроугольного треугольника ABC выбра-
на точка D, а на продолжении стороны AB за точку B — точка
X. Прямые, проходящие через X параллельно BC и AD, пере-
секают соответственно лучи AC и CB в точках Y и Z. Пусть
M , K и N — середины отрезков BC, Y Z и AD соответственно.
Найдите угол KMN .

6.4. Восьмеричная запись натурального числа x — это напи-
санная 2019 раз подряд пара каких-то цифр. Число y получено
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некоторой перестановкой цифр x. Может ли восьмеричная за-
пись числа x · y представлять собой многократно повторенный
блок из четырех цифр?

6.5. В однокруговом турнире по настольному теннису приняло
участие 20 человек. Одна половина теннисистов одержала в
турнире по 10 побед, вторая половина — по 9 побед. Сколько
по итогам турнира оказалось троек участников, одержавших
во встречах между собой ровно по одной победе? Ничьих в
теннисе не бывает.

6.6. Три конуса с общей вершиной O касаются друг друга
внешним образом. Первые два конуса имеют угол при вер-
шине 2π

3 , а ось симметрии третьего конуса перпендикулярна
осям симметрии первых двух. Еще один конус с вершиной O
касается внешним образом трех других. Найдите его угол при
вершине. (Углом при вершине конуса называется угол между
его образующими в осевом сечении.)

Вариант 7

7.1. Имеется один черный ферзь и n белых. При каком наи-
большем n эти фигуры можно расставить на шахматной доске
так, чтобы белые ферзи не били друг друга? Ферзь не бьет
насквозь через другую фигуру.

7.2. Числа x, y, z — углы треугольника. Найдите максимальное
значение выражения

A =
sinx · sin y · sin z

sinx+ sin y + sin z
.

7.3. Дан остроугольный треугольник ABC. В него вписан пря-
моугольник KLMN так, что точки M и N лежат соответ-
ственно на сторонах AB и AC, а точки K и L — на стороне
BC. Пусть AD — медиана треугольника ABC, E — середина
его высоты, опущенной из вершины A, O — точка пересечения
диагоналей прямоугольника. Найдите угол DOE.

7.4. Даны натуральные числа x и y. В восьмеричной системе
они 4n-значные, причем в записи x цифры повторяются через
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одну, а в записи y — через три. Оказалось, что восьмеричная
запись x · y состоит из последовательных блоков по 4 одинако-
вых цифры. При каких n это возможно?

7.5. В однокруговом турнире по настольному теннису участ-
вовало n теннисистов с различными рейтингами (n > 4). Во
всех партиях, кроме двух, победил участник с более высоким
рейтингом, но теннисист с самым маленьким рейтингом вы-
играл у теннисиста с самым большим рейтингом, а теннисист
с предпоследним рейтингом выиграл у теннисиста со вторым
рейтингом. Сколькими способами можно расставить спортсме-
нов в ряд так, что каждый (кроме самого правого) выиграл у
своего соседа справа?

7.6. На столе лежат три конуса с общей вершиной, касаясь друг
друга внешним образом. Оси симметрии первых двух конусов
взаимно перпендикулярны. Два шара вписаны в третий конус и
касаются друг друга внешним образом. Найдите максимальное
отношение радиусов большего и меньшего шаров.

Вариант 8

8.1. Имеется два черных ферзя и n белых. При каком наиболь-
шем n эти фигуры можно расставить на шахматной доске так,
чтобы одноцветные ферзи не били друг друга? Ферзь не бьет
насквозь через другую фигуру.

8.2. Числа x, y, z — углы треугольника. Найдите максимальное
значение выражения

A =
cos x · cos y · sin z

cos x+ cos y + sin z
.

8.3. Дан остроугольный треугольник ABC. У прямоугольника
KLMN вершины M и N лежат соответственно на на продол-
жениях сторон AB и AC за точку A, а K и L — на стороне
BC. Пусть AD — медиана треугольника ABC, E — середина
его высоты, опущенной из вершины A, O — точка пересечения
диагоналей прямоугольника. Найдите угол DEO.

8.4. Даны натуральные числа x и y. В десятичной системе они
4n-значные, причем в записи x цифры повторяются через одну,
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а в записи y — через три. Оказалось, что десятичная запись x·y
состоит из последовательных блоков по 4 одинаковых цифры.
При каких n это возможно?

8.5. В однокруговом турнире по настольному теннису участ-
вовало n спортсменов (n > 3). По итогам турнира оказалось,
что всех участников можно рассадить за круглым столом так,
что для произвольной пары соседей A и B любой теннисист,
отличный от A и B, проиграл хотя бы одному из теннисистов
A и B. При каких n такое возможно?

8.6. На столе лежат три конуса с общей вершиной, касаясь друг
друга внешним образом. Оси симметрии первых двух конусов
взаимно перпендикулярны. Угол при вершине первого конуса
равен arcsin 5

6 . Два шара вписаны в третий конус и касают-
ся друг друга внешним образом. Найдите отношение радиусов
шаров (большего к меньшему).

Вариант 9

9.1. Какое наибольшее количество ладей можно расставить на
шахматной доске так, чтобы каждую ладью било не более трех
других? Ладья не бьет насквозь через другую фигуру.

9.2. Числа x, y, z — углы треугольника, причем больший угол z
не превосходит π

2 . Найдите максимальное значение выражения

A =
√

sinx · sin(z − y) +
√

sin y · sin(z − x).

9.3. Дан четырехугольник ABCD, отличный от параллело-
грамма. На сторонах AB, BC, CD и DA выбираются соот-
ветственно точки K, L, M и N так, что KL ‖ MN ‖ AC и
LM ‖ KN ‖ BD. Найдите геометрическое место точек пересе-
чения диагоналей параллелограмма KLMN .

9.4. Натуральное число x в восьмеричной системе 2019-
значное, его младшая цифра равна 3, а все остальные цифры
отличны от 3 и совпадают через одну. Число y получается запи-
сью цифр x в обратном порядке. Оказалось, что восьмеричное
представление x ·y содержит только цифры 1 и 6. Найдите x ·y
(в восьмеричной системе).
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9.5. В однокруговом турнире по настольному теннису участво-
вало 100 спортсменов, причем ни один из них не выиграл все
матчи. Будем говорить, что игрок A круче игрока B, если A
выиграл у B или найдется такой игрок C, что A выиграл у C,
а C выиграл у B. Каково наименьшее количество теннисистов,
оказавшихся по итогам турнира круче всех остальных? Ничьих
в теннисе не бывает.

9.6. На столе лежат два конуса с общей вершиной O, касаясь
друг друга внешним образом. Угол между их осями симметрии
равен arctg 4

3 . Найдите максимальный угол при вершине мень-
шего из двух конусов с вершиной O, которые лежат на столе и
касаются внешним образом первых двух конусов. (Углом при
вершине конуса называется угол между его образующими в
осевом сечении.)

Вариант 10

10.1. Какое наибольшее количество ладей можно расставить
на шахматной доске так, чтобы каждую ладью било не более
двух других? Ладья не бьет насквозь через другую фигуру.

10.2. Числа x, y, z — углы некоторого треугольника, один из
которых не меньше π

2 . Найдите максимальное значение выра-
жения

A = cos x+ cos y + cos z + cos(x− y) + cos(y − z) + cos(z − x).

10.3. Дан четырехугольник ABCD, отличный от параллело-
грамма. На лучах AB, CB, CD и AD вне сторон четырехуголь-
ника ABCD выбираются соответственно точки K, L, M и N
так, что KL ‖ MN ‖ AC и LM ‖ KN ‖ BD. Найдите геометри-
ческое место точек пересечения диагоналей параллелограмма.

10.4. Натуральное число x в восьмеричной системе 2018-
значное, и его цифры повторяются через одну. Оказалось, что
восьмеричная запись x2 содержит только цифры 3 и 4, причем
в равном количестве. Найдите x2 (в восьмеричной системе).

10.5. В однокруговом турнире по настольному теннису участ-
вовало n теннисистов (n > 3). Будем говорить, что игрок A
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круче игрока B, если A выиграл у B или найдется такой иг-
рок C, что A выиграл у C, а C выиграл у B. При каких n по
итогам турнира могло оказаться так, что каждый игрок круче
всех остальных? Ничьих в теннисе не бывает.

10.6. На столе лежат два конуса с общей вершиной O, касаясь
друг друга внешним образом. Угол между их осями симмет-
рии равен arctg 12

5 . Найдите максимальный угол при вершине
большего из двух конусов с вершиной O, которые лежат на сто-
ле и касаются внешним образом первых двух конусов. (Углом
при вершине конуса называется угол между его образующими
в осевом сечении.)
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Ответы и решения

6–7 классы

Вариант 1

1.1. Ответ: 2202.

Решение. В тот момент, когда Костя выписывает число
n2, заполненные клетки образуют квадрат n × n. Из алгорит-
ма выписывания чисел ясно, что числа вида n2 при четном n
расположены в диагонали, идущей влево и вверх от клетки с
числом 4, а при нечетном n — в диагонали, идущей вправо и
вниз от клетки с числом 1.

16 5 6 7

15 4 1 8

14 3 2 9

13 12 11 10

36

25

Поскольку 442 = 1936 < 2019 < 2025 = 452, число 2019 бы-
ло выписано в процессе формирования квадрата со стороной
45. Так как 2025 − 2019 = 6, число 2019 находится на правой
стороне этого квадрата на 6 клеток выше его правой нижней
угловой вершины 2025. Соседнее справа число находится на 7
клеток выше угловой клетки квадрата со стороной 47, содер-
жащей число 472 = 2209. Значит, соседнее число равно 2202.

1.2. Ответ: Рыбаки произнесут по 11 реплик, включая началь-
ные. В последней реплике рыбак Б скажет, что его рыба весит
140 кг, а перед этим рыбак А заявит, что ее вес 40 кг. Сама
рыба при этом должна весить 20 кг.
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Решение 1. Ответ можно найти, если перевести реплики с
«рыбачьего» языка (который искаженно описывает вес рыбы)
на «общепринятый» (указывающий вес без искажений). Так, в
первой реплике «твоя рыбина весит 30 кг» рыбак А говорит о
чужой рыбе. Значит, он завышает вес не более чем в 2 раза, и
его высказывание означает, что реальный вес рыбы не менее 15
кг. Рыбак Б произносит в ответ «она весит 150 кг». При этом
он говорит о своей рыбе, то есть завышает вес в 7 или более
раз, и на самом деле рыба весит не более 150

7 = 213
7 кг.

Итак, после первой пары реплик мы знаем, что вес рыбы
лежит в диапазоне от 15 до 213

7 кг. В следующих репликах ры-
баки сужают диапазон, в котором находится вес рыбы. Так,
после второй пары реплик мы можем сделать вывод, что вес
рыбы от 151

2 до 212
7 кг, а из следующей пары — что вес в диа-

пазоне 16 до 211
7 кг.

Обобщая эти наблюдения, мы видим, что с каждой репли-
кой рыбака А нижняя граница промежутка увеличивается на
1
3 , а с каждой репликой рыбака Б верхняя граница промежутка
уменьшается на 1

7 . Тогда нетрудно предположить, что макси-
мально долгий разговор состоится при весе рыбы 20 кг. Оче-
видно, в этом случае он закончится репликами, упомянутыми
в ответе. Доказать это предположение совсем нетрудно. Если
рыба весит меньше 20 кг, то рыбак А не сможет заявить, что
рыба весит 40 кг, то есть разговор окончится раньше. Если же
рыба весит больше 20 кг, то рыбак Б не сможет сказать, что
она весит 140 кг, то есть опять разговор окончится раньше.

Решение 2. Пусть x — истинный вес рыбы, m и n — коли-
чество реплик соответственно А и Б, не считая первой. Ясно,
что n = m или n = m−1. По условию 30+m 6 2x и 150−n > 7x.
Тогда

7(30 +m) 6 14x 6 2(150 − n),

откуда

90 > 7m+ 2n > 7m+ 2(m− 1) = 9m− 1.

Значит, m 6 10 и n 6 m 6 10, то есть оба рыбака не могли
произнести более 11 реплик. С другой стороны, если m = n =
10, то 30 + m = 2 · 20 и 150 − n = 7 · 20. Таким образом, А
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и Б выдадут ровно по 11 реплик тогда и только тогда, когда
x = 20.

1.3. Решение.

A D E B

C

C ′

F
G′

G

Проведем через точку D прямую, параллельную BC. Она
отсечет от угла A остроугольный треугольник ADC ′, подобный
ABC. Отрезок DF является высотой этого треугольника. Про-
ведем в треугольнике C ′AD биссектрису AG′. Так как AD =
EB, треугольники AG′D и EGB равны по стороне и двум при-
легающим углам, откуда AG′ = EG. Отрезки AG′ и DF пересе-
каются внутри треугольника ADC ′, поэтому AG′ +DF > AD.
Таким образом,

FD + EG = FD +AG′ > AD > DE.

1.4. Ответ: нет.

Решение. Каждая ошибка, совершаемая Костей, уменьша-
ет правильный результат на число вида 990 . . . 0 и потому не
меняет остаток от деления результата на 11. Настоящая сумма
указанных трехзначных чисел равна

1

2
(200 + 400) · 201 = 60 300.

Число из условия задачи меньше этой суммы на 18 900, что не
делится на 11.
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1.5. Ответ: 16.

Решение. Пусть x — число в центральном кружочке, s —
сумма чисел на любом отрезке. Через центральный кружок
проходит 6 отрезков, на которые «нанизаны» все остальные
числа. Сложив все числа на отрезках, мы получим сумму всех
чисел в таблице, причем центральное число окажется учтен-
ным 6 раз. Мы получим уравнение

10 + 11 + . . .+ 22 + 5x = 6s,

то есть 208 + 5x = 6s или, если записать чуть хитрее,

204 + 6x− 6s = x− 4.

Число в левой части делится на 6, поэтому и x − 4 должно
делиться на 6. Значит, x может принимать только значения 10,
16 или 22.

Докажем, что случаи x = 10 и x = 22 невозможны, и тогда
единственно возможный ответ — 16. Назовем боковым любой
отрезок, проходящий через три нецентральных кружка. Пусть
x = 10, то есть в центральном кружочке стоит число 10. Тогда

s =
208 + 5x

6
= 43.

Рассмотрим боковой отрезок, содержащий число 22. Сумма чи-
сел на этом отрезке равна 43. Поскольку отрезок не проходит
через центральный кружок, он не содержит 10, и сумма чисел
на нем будет не меньше 22 + 11 + 12 = 45. Противоречие.

Аналогично при x = 22 находим, что s = 53. Тогда сумма
чисел на боковом отрезке, содержащем число 10, не превосхо-
дит 10 + 20 + 21 = 51. Противоречие.

1.6. Ответ: в 9 цветов.

Решение. Покажем вначале, что менее чем 9 цветами не
обойтись. Проверим более общий факт: если на линии N стан-

ций, где

2k 6 N < 2k+1,
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то потребуется не менее k+1 цветов. Воспользуемся индук-
цией по k. База очевидна: на линии из 1 станции достаточно
одного цвета, а на линии из 2 или 3 станций — двух цветов.
Пусть для k − 1 утверждение доказано, и 2k 6 N < 2k+1. По
условию на всей линии есть уникальная станция. До или после
нее найдется отрезок из 2k−1 станций, поскольку иначе

N 6 2(2k−1 − 1) + 1 = 2k − 1.

Этот отрезок удовлетворяет индукционному предположению,
поэтому для его раскраски нужно не менее k цветов, а для по-
краски всех станций, кроме уникальной, — тем более. С учетом
уникальной станции нам потребуется не менее k + 1 цветов.

Поскольку 28 < 300 < 29, из доказанного утверждения вы-
текает, что на покраску всей линии необходимо не менее 9 цве-
тов.

Приведем теперь пример, показывающий, что 9 цветов до-
статочно. Последовательно пронумеруем станции числами от 1
до 300, а цвета — неотрицательными целыми числами. Произ-
вольную станцию n покрасим в такой цвет m, что n делится
на 2m, но не делится на 2m+1. Так как n 6 300 < 29, такое m
не превосходит 8, то есть мы задействовали не более 9 цветов.
Осталось проверить, что на любом отрезке ∆ есть станция с
уникальным цветом. Пусть n — станция из ∆, окрашенная в
цвет с наибольшим номером (обозначим этот номер через k).
Покажем, что n — «уникальная» станция на ∆. Допустим, что
на ∆ нашлась еще одна станция n′, покрашенная в цвет k. То-
гда n = 2k(2p + 1) и n′ = 2k(2q + 1), где для определенности
p < q. Положим m = 2k(2p + 2) и заметим, что n < m < n′.
Так как ∆ — отрезок, он содержит и станцию с номером m. Но
это невозможно, поскольку m делится на 2k+1, то есть номер
цвета станции m больше k.

Вариант 2

2.1. Ответ: 2216.

Решение. В тот момент, когда Таня выписывает число n2,
заполненные клетки образуют квадрат n×n. Из алгоритма вы-
писывания чисел ясно, что числа вида n2 при четном n распо-
ложены в диагонали, идущей вправо и вниз от клетки с числом
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4, а при нечетном n — в диагонали, идущей влево и вверх от
клетки с числом 1.

10 9 8 7

11 2 1 6

12 3 4 5

13 14 15 16

25

36

Поскольку 452 = 2025 < 2031 < 2116 = 462, число 2031 было
выписано в процессе формирования квадрата со стороной 46.
Так как 2031−2026 = 5, число 2031 находится на левой стороне
этого квадрата на 5 клеток ниже его правой верхней угловой
вершины 2026. Соседнее слева число находится на 6 клеток ни-
же угловой клетки квадрата со стороной 47, содержащей число
472 + 1 = 2210. Значит, соседнее число равно 2216.

2.2. Ответ: Грибники произнесут по 16 реплик, включая на-
чальные. В последней реплике грибник Б скажет, что А собрал
не более 75 грибов, а перед этим грибник А заявит, что собрал
200 грибов. На самом деле грибник А собрал 25 грибов.

Решение. Ответ можно найти, если перевести реплики с
«грибниковского» языка (который искажает количество гри-
бов) на «общепринятый» (указывающий эти количества без ис-
кажений). Так, в первой реплике «я собрал 215 грибов» гриб-
ник А говорит о своих грибах. Значит, он завышает вес в 8 или
более раз, и его высказывание означает, что на самом деле он
собрал не более 215

8 = 267
8 грибов (а так как число грибов це-

лое, то даже не более 26 грибов; впрочем, дальше мы не будем
делать подобные уточнения). Грибник Б отвечает «у тебя не
больше 60 грибов». При этом он говорит о чужих грибах, то
есть завышает их число не более чем в 3 раза. Это значит, что
грибник А нашел не менее 20 грибов.

Итак, после первой пары реплик мы знаем, что количество
грибов лежит в диапазоне от 20 до 267

8 . В следующих репликах
грибники сужают диапазон, в котором находится число грибов.
Так, после второй пары реплик мы можем сделать вывод, что
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было собрано от 201
3 до 266

8 грибов, а из следующей пары —
что собрано от 202

3 до 265
8 грибов.

Обобщая эти наблюдения, мы видим, что с каждой репли-
кой грибника А верхняя граница промежутка уменьшается на
1
8 , а с каждой репликой грибника Б нижняя граница проме-
жутка увеличивается на 1

3 . Тогда нетрудно предположить, что
максимально долгий разговор состоится в случае, когда гриб-
ник А нашел 25 грибов. Очевидно, в этом случае он закончится
репликами, упомянутыми в ответе. Доказать это предположе-
ние совсем нетрудно. Если А собрал меньше 25 грибов, то он не
сможет заявить, что собрал 200 грибов, то есть разговор окон-
чится раньше. Если же А собрал больше 25 грибов, то грибник
Б не сможет сказать, что их 75, то есть опять разговор окон-
чится раньше.

2.3. Решение.

B G F D

C

C ′

E
LL′

Проведем через точку F прямую, параллельную CD. Она
отсечет от угла B остроугольный треугольник BC ′F , подоб-
ный BCD. Отрезок FE является высотой этого треугольника.
Проведем в нем вторую высоту BL′. Так как BF = GD, тре-
угольники BL′F и GLD равны по стороне и двум прилегаю-
щим углам, откуда BL′ = GL. Высоты BL′ и FE пересекаются
внутри треугольника BC ′F , поэтому EF + BL′ > BF . Таким
образом,

EF +GL = EF +BL′ > BF = BG+GF > 2GF.
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2.4. Ответ: нет.

Решение. Каждая ошибка, совершаемая Костей, уменьша-
ет правильный результат на число вида 1010 . . . 0 и потому не
меняет остаток от деления результата на 101. Настоящая сумма
указанных трехзначных чисел равна

1

2
(300 + 500) · 201 = 80 400.

Число из условия задачи меньше этой суммы на 10 400, что не
делится на 101.

2.5. Ответ: 11.

Решение. Пусть x — число в центральном кружочке, s —
сумма чисел на любом отрезке. Через центральный кружок
проходит 6 отрезков, на которые «нанизаны» все остальные
числа. Сложив все числа на отрезках, мы получим сумму всех
чисел в таблице, причем центральное число окажется учтен-
ным 6 раз. Мы получим уравнение

5 + 6 + . . .+ 17 + 5x = 6s,

то есть 143 + 5x = 6s или, если записать чуть хитрее,

144 + 6x− 6s = x+ 1.

Число в левой части делится на 6, поэтому и x + 1 должно
делиться на 6. Значит, x может принимать только значения 5,
11 или 17.

Докажем, что случаи x = 5 и x = 17 невозможны, и тогда
единственно возможный ответ — 11. Назовем боковым любой
отрезок, проходящий через три нецентральных кружка. Пусть
x = 5, то есть в центральном кружочке стоит число 5. Тогда

s =
143 + 5x

6
= 28.

Рассмотрим боковой отрезок, содержащий число 17. Сумма чи-
сел на этом отрезке равна 28. Поскольку отрезок не проходит
через центральный кружок, он не содержит 5, и сумма чисел
на нем будет не меньше 17 + 6 + 7 = 30. Противоречие.
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Аналогично при x = 17 находим, что s = 38. Тогда сумма
чисел на боковом отрезке, содержащем число 5, не превосходит
5 + 15 + 16 = 36. Противоречие.

2.6. Ответ: в 8 цветов.

Решение. Покажем вначале, что менее чем 8 цветами не
обойтись. Проверим более общий факт: если на улице N фона-

рей, где

2k 6 N < 2k+1,

то потребуется не менее k+1 цветов. Воспользуемся индук-
цией по k. База очевидна: на улице с 1 фонарем достаточно
одного цвета, а на улице с 2 или 3 фонарями — двух цветов.
Пусть для k − 1 утверждение доказано, и 2k 6 N < 2k+1. По
условию на всей улице есть уникальный фонарь. До или после
него найдется отрезок из 2k−1 фонарей, поскольку иначе

N 6 2(2k−1 − 1) + 1 = 2k − 1.

Этот отрезок удовлетворяет индукционному предположению,
поэтому в нем задействовано не менее k цветов, а на всей улице
без уникального фонаря — тем более. С учетом уникального
фонаря нам потребуется не менее k + 1 цветов.

Поскольку 27 < 150 < 28, из доказанного утверждения вы-
текает, что на всю улицу необходимо не менее 8 цветов.

Приведем теперь пример, показывающий, что 8 цветов до-
статочно. Последовательно пронумеруем фонари числами от 1
до 150, а цвета — неотрицательными целыми числами. Произ-
вольному фонарю n припишем такой цвет m, что n делится
на 2m, но не делится на 2m+1. Так как n 6 150 < 28, та-
кое m не превосходит 7, то есть мы задействовали не более
8 цветов. Осталось проверить, что на любом отрезке ∆ есть
фонарь с уникальным цветом. Пусть n — фонарь из ∆, окра-
шенный в цвет с наибольшим номером (обозначим этот номер
через k). Покажем, что n — «уникальный» фонарь на ∆. Допу-
стим, что на ∆ нашелся еще один фонарь n′ с цветом k. Тогда
n = 2k(2p+ 1) и n′ = 2k(2q + 1), где для определенности p < q.
Положим m = 2k(2p + 2) и заметим, что n < m < n′. Так
как ∆ — отрезок, он содержит и фонарь с номером m. Но это
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невозможно, поскольку m делится на 2k+1, то есть номер цвета
фонаря m больше k.

Вариант 3

3.1. Ответ: 2109.

Решение. В тот момент, когда Андрей выписывает число
n2, заполненные клетки образуют квадрат n × n. Из алгорит-
ма выписывания чисел ясно, что числа вида n2 при четном n
расположены в диагонали, идущей влево и вверх от клетки с
числом 4, а при нечетном n — в диагонали, идущей вправо и
вниз от клетки с числом 1.

16 15 14 13

5 4 3 12

6 1 2 11

7 8 9 10

36

25

Поскольку 432 = 1849 < 1930 < 1936 = 442, число 1930 бы-
ло выписано в процессе формирования квадрата со стороной
44. Так как 1936 − 1930 = 6, число 1930 находится на верхней
стороне этого квадрата на 6 клеток правее его левой верхней
угловой вершины 1936. Соседнее сверху число находится на 7
клеток правее угловой клетки квадрата со стороной 46, содер-
жащей число 462 = 2116. Значит, соседнее число равно 2109.

3.2. Ответ: Дачники произнесут по 21 реплике, включая на-
чальные. В последней реплике дачник Б скажет, что А собрал
не более 90 кг, а перед этим дачник А заявит, что собрал 210
кг. На самом деле дачник А собрал 30 кг яблок.

Решение. Ответ можно найти, если перевести реплики с
«дачного» языка (который искажает вес яблок) на «общепри-
нятый» (указывающий вес без искажений). Так, в первой ре-
плике «я собрал 230 кг» дачник А говорит о своих яблоках.
Значит, он завышает вес в 7 или более раз, и его высказывание
означает, что на самом деле он собрал не более 230

7 = 326
7 кг.
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Дачник Б отвечает «у тебя не больше 70 кг». При этом он го-
ворит о чужих яблоках, то есть завышает их вес не более чем в
3 раза. Это значит, что дачник А собрал не менее 70

3 = 231
3 кг.

Итак, после первой пары реплик мы знаем, что урожай дач-
ника А лежит в диапазоне от 231

3 до 326
7 кг. В следующих

репликах дачники сужают диапазон, в котором находится вес
яблок. Так, после второй пары реплик мы можем сделать вы-
вод что было собрано от 232

3 до 325
7 кг, а из следующей пары —

что собрано от 24 до 324
7 кг.

Обобщая эти наблюдения, мы видим, что с каждой репли-
кой дачника А верхняя граница промежутка уменьшается на 1

7 ,
а с каждой репликой дачника Б нижняя граница промежутка
увеличивается на 1

3 . Тогда нетрудно предположить, что мак-
симально долгий разговор состоится в случае, когда дачник А
собрал 30 кг яблок. Очевидно, в этом случае он закончится ре-
пликами, упомянутыми в ответе. Доказать это предположение
совсем нетрудно. Если А собрал меньше 30 кг, то он не сможет
заявить, что собрал 210 кг, то есть разговор окончится рань-
ше. Если же А собрал больше 30 кг, то дачник Б не сможет
сказать, что их 90, то есть опять разговор окончится раньше.

3.3. Решение.

C F G B

A

A′

D′ DE

Проведем через точку F прямую, параллельную AB. Она
отсечет от угла C остроугольный треугольник A′FC, подобный
ABC. Отрезок FE является биссектрисой этого треугольника.
Проведем в нем вторую биссектрису CD′. Так как CF = GB,
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треугольники D′CF и DGB равны по стороне и двум прилега-
ющим углам, откуда CD′ = GD. Биссектрисы CD′ и FE пере-
секаются внутри треугольника A′CF , поэтому FE+CD′ > CF .
Таким образом,

FE +DG = FE + CD′ > CF > FG.

3.4. Ответ: нет.

Решение. Каждая ошибка, совершаемая Костей, уменьша-
ет правильный результат на число вида 980 . . . 0 и потому не
меняет остаток от деления результата на 7. Настоящая сумма
указанных трехзначных чисел равна

1

2
(100 + 300) · 201 = 40 200.

Число из условия задачи меньше этой суммы на 10 200, что не
делится на 7.

3.5. Ответ: 14.

Решение. Пусть x — число в центральном кружочке, s —
сумма чисел на любом отрезке. Через центральный кружок
проходит 6 отрезков, на которые «нанизаны» все остальные
числа. Сложив все числа на отрезках, мы получим сумму всех
чисел в таблице, причем центральное число окажется учтен-
ным 6 раз. Мы получим уравнение

8 + 9 + . . .+ 20 + 5x = 6s,

то есть 182 + 5x = 6s или, если записать чуть хитрее,

180 + 6x− 6s = x− 2.

Число в левой части делится на 6, поэтому и x − 2 должно
делиться на 6. Значит, x может принимать только значения 8,
14 или 20.

Докажем, что случаи x = 8 и x = 20 невозможны, и тогда
единственно возможный ответ — 14. Назовем боковым любой

61



отрезок, проходящий через три нецентральных кружка. Пусть
x = 8, то есть в центральном кружочке стоит число 8. Тогда

s =
182 + 5x

6
= 37.

Рассмотрим боковой отрезок, содержащий число 20. Сумма чи-
сел на этом отрезке равна 37. Поскольку отрезок не проходит
через центральный кружок, он не содержит 8, и сумма чисел
на нем будет не меньше 20 + 9 + 10 = 39. Противоречие.

Аналогично при x = 20 находим, что s = 47. Тогда сумма
чисел на боковом отрезке, содержащем число 8, не превосходит
8 + 18 + 19 = 45. Противоречие.

3.6. Ответ: в 7 цветов.

Решение. Покажем вначале, что менее чем 7 цветами не
обойтись. Проверим более общий факт: если у небоскреба N
этажей, где

2k 6 N < 2k+1,

то потребуется не менее k+1 цветов. Воспользуемся индук-
цией по k. База очевидна: для одноэтажного дома достаточно
одного цвета, для двух- или трехэтажного — двух цветов. Пусть
для k− 1 утверждение доказано, и 2k 6 N < 2k+1. По условию
во всем небоскребе есть уникальный этаж. Выше или ниже его
найдется отрезок из 2k−1 этажей, поскольку иначе

N 6 2(2k−1 − 1) + 1 = 2k − 1.

Этот отрезок удовлетворяет индукционному предположению,
поэтому для его покраски нужно не менее k цветов, а для все-
го небоскреба без уникального этажа — тем более. С учетом
уникального этажа нам потребуется не менее k + 1 цветов.

Поскольку 26 < 100 < 27, из доказанного утверждения вы-
текает, что на весь небоскреб необходимо не менее 7 цветов.

Приведем теперь пример, показывающий, что 7 цветов до-
статочно. Последовательно пронумеруем этажи числами от 1
до 100, а цвета — неотрицательными целыми числами. Про-
извольный этаж n покрасим в такой цвет m, что n делится
на 2m, но не делится на 2m+1. Так как n 6 100 < 27, такое
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m не превосходит 6, то есть мы задействовали не более 7 цве-
тов. Осталось проверить, что на любом отрезке ∆ есть этаж
с уникальным цветом. Пусть n — этаж из ∆, окрашенный в
цвет с наибольшим номером (обозначим этот номер через k).
Покажем, что n — «уникальный» этаж на ∆. Допустим, что
на ∆ нашелся еще один этаж n′, покрашенный в цвет k. То-
гда n = 2k(2p + 1) и n′ = 2k(2q + 1), где для определенности
p < q. Положим m = 2k(2p + 2) и заметим, что n < m < n′.
Так как ∆ — отрезок, он содержит и этаж с номером m. Но
это невозможно, поскольку m делится на 2k+1, то есть номер
цвета этажа m больше k.
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8–9 классы

Вариант 1

1.1. Ответ: 10.

Решение. Пусть у девочек a, b, c, d, e, f конфет, где

a < b < c < d < e < f < g.

Тогда e > d+ 1, f > d + 2 и g > d+ 3. Аналогично c 6 d− 1 и
b 6 d− 2. По условию

a+ 3d− 3 > a+ b+ c+ d > e+ f + g > 3d+ 6,

поэтому a > 9. Следовательно, a > 10. Десять конфет у Маши
могло остаться, например, если у остальных девочек было 11,
12, 13, 14, 15 и 16 конфет. Тогда

10 + 11 + 12 + 13 = 46 > 45 = 14 + 15 + 16.

1.2. Ответ: a = −1, a = −3−
√
17

4 , a = −3+
√
17

4 .

Решение 1. Пусть

f(x) = x2 + ax− 2 и g(x) = 2x2 − 3x+ 2a.

Тогда

g(x) − f(x) = x2 − (a+ 3)x+ 2(a+ 1) = (x− 2)(x− a− 1).

Следовательно, общий корень трехчленов f(x) и g(x) равен 2
или a+ 1. В первом случае

0 = f(2) = 22 + 2a− 2,

поэтому a = −1. Во втором случае

0 = f(a+ 1) = (a+ 1)2 + a(a+ 1)− 2 = 2a2 + 3a− 1,

поэтому a = −3±
√
17

4 .
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Решение 2. Пусть

f(x) = x2 + ax− 2 иg(x) = 2x2 − 3x+ 2a.

Если f(u) = g(u) = 0, то

0 = g(u)− 2f(u) = (2u2 − 3u+ 2a)− 2(u2 + au− 2)

= −(3 + 2a)u+ (2a+ 4).

Стало быть, 3 + 2a 6= 0 и u = 2a+4
3+2a . Нам осталось найти все a,

при которых такое u будет корнем трехчлена f . Тогда

0 = f(u) = f
(2a+ 4

3 + 2a

)

=
(2a+ 4

3 + 2a

)2
+ a · 2a+ 4

3 + 2a
− 2 =

=
(2a+ 4)2 + a(2a+ 4)(3 + 2a)− 2(3 + 2a)2

(3 + 2a)2
=

=
2(2a3 + 5a2 + 2a− 1)

(3 + 2a)2
.

Поэтому 2a3+5a2+2a−1 = 0, откуда a = −1 или 2a2+3a−1 = 0.
Из последнего уравнения и находим оставшиеся ответы.

1.3. Ответ: выигрывает Петя.

Решение. Опишем стратегию Пети. Первым ходом он возь-
мет 1 камень. Это не наложит ограничений на его второй ход,
поэтому он сможет дополнить ход Васи так, чтобы этого оста-
лось 2015 камней. Дальше Петя будет действовать так, чтобы
за две пары ходов было взято ровно 5 камней. Вася своими
двумя ходами сможет в сумме взять 2 или 3 камня, поэтому
Петя сначала возьмет 1 камень (это не наложит ограничений
на его второй ход), а потом, когда уже будет знать, что сделал
Вася, дополнит его ход до 5 в сумме. При разборе каждой пя-
терки последний ход остается за Петей. Поэтому, в частности,
он возьмет последний камень и выиграет.

1.4. Решение. Поскольку a2+b2+c2 > ab+bc+ca, знаменатель
первой дроби не меньше a2+ab+bc+ca = (a+b)(a+c). Анало-
гичную оценку допускают и другие знаменатели. Поэтому нам
достаточно доказать, что

a

(a+ b)(a+ c)
+

b

(b+ c)(b+ a)
+

c

(c+ a)(c + b)
6

9

4(a+ b+ c)
.
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Это равносильно неравенству

8(a+ b+ c)(ab+ bc+ ca) 6 9(a+ b)(b+ c)(c + a),

которое после раскрытия скобок превращается неравенство

6abc 6 a2b+ a2c+ b2a+ b2c+ c2a+ c2b.

Но оно уже очевидно:

(a2b+ c2b)+ (a2c+ b2c)+ (b2a+ c2a) > 2abc+2abc+2abc = 6abc.

1.5. Ответ: 90◦.

A

B C

M

N

DL

Решение. Пусть L — середина отрезка BD. Тогда LN —
средняя линия в треугольнике BCD, поэтому LN ‖ DC. Ана-
логично MN — средняя линия в треугольнике ABC, поэтому
MN ‖ AC. Следовательно,

∠MNL = ∠ACD = ∠ABD.

Поскольку M — середина гипотенузы прямоугольного тре-
угольника ABD, то

AM = MB = MD.

Поэтому треугольник BMD равнобедренный и ∠MBD =
∠MDB. Стало быть, ∠MNL = ∠MDB и, значит, четырех-
угольник MLND — вписанный. Тогда ∠MND = ∠MLD, так
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как они опираются на одну дугу. Осталось заметить, что по-
скольку ML — средняя линия в прямоугольном треугольнике
ABD, ML ‖ AD и, значит,

∠MND = ∠MLD = ∠MLB = ∠ADB = 90◦.

1.6. Ответ: p = 3 и q = 5 или p = 5 и q = 3.

Решение. Если p = q, то p2 + pq + q2 = 3p2, что не может
быть точным квадратом, поскольку 3p2 либо равно 27, либо
делится на 3, но не делится на 9. Следовательно, p 6= q. Пусть
q = 2. Тогда

(p + 1)2 < p2 + pq + q2 < (p+ 2)2

и, значит, p2 + pq + q2 не является точным квадратом. Стало
быть, p и q — различные нечетные простые. Будем считать, что
p < q. Пусть

p2 + pq + q2 = n2.

Обозначим для удобства k = p+ q. Тогда

(k − n)(k + n) = k2 − n2 = (p+ q)2 − (p2 + pq + q2) = pq,

т. е. pq является произведением двух натуральных чисел. По-
этому либо

k − n = 1 и k + n = pq,

либо
k − n = p и k + n = q.

Второй случай невозможен, так как k+n = p+q+n > q. Тогда

2(p + q) = 2k = (k + n) + (k − n) = pq − 1.

Стало быть,

(p− 2)(q − 2) = pq − 2p − 2q + 4 = 3.

Но p > 3 и q > 5, поэтому p = 3 и q = 5. Этот вариант подходит:

32 + 3 · 5 + 52 = 49 = 72.
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Вариант 2

2.1. Ответ: 72.

Решение. Пусть большой куб сложен из n3 маленьких. То-
гда (n−2)3 кубиков полностью белые. К ровно одной фиксиро-
ванной грани примыкает (n − 2)2 кубиков, поэтому всего есть
6(n−2)2 кубиков с единственной черной гранью. Следователь-
но, (n−2)3 = 6(n−2)2, откуда n = 8. Кубики с двумя черными
гранями должны примыкать к ребру большого куба, поэтому
их 12(n − 2) = 72.

2.2. Ответ: −x2 − x− 1.

Решение. По условию

b = a3 + ab+ c, c = ab2 + b2 + c и a = ac2 + bc+ c.

Из второго уравнения следует, что b = 0 или a = −1.

Рассмотрим первый случай. Перепишем первое и третье
уравнения:

a3 + c = 0 и a = ac2 + c.

Тогда c = −a3 и a7−a3 = a. Следовательно, a6−a2 = 1. Но это
уравнение не имеет целых корней. Действительно, a2 6= 0, 1 и,
значит, a2 > 4, но тогда

a6 − a2 = a2(a4 − 1) > 4 · 15 > 1.

Рассмотрим второй случай. Перепишем первое и третье
уравнения:

b = −1− b+ c и − 1 = −c2 + bc+ c.

Тогда

b =
c− 1

2
и c2 − 1

2
c(c− 1)− c− 1 = 0.

Следовательно, c2 − c − 2 = 0. Поэтому c = −1 или c = 2.
В первом случае a = b = c = −1, во втором b получается
нецелым.
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2.3. Ответ: 499.

Решение. Всего соседних пар дощечек 999. Если Гек будет
каждым ходом красить дощечку, соседнюю с уже покрашен-
ной, в тот же цвет, то за свои 500 ходов он сделает 500 од-
ноцветных пар. Поэтому Том не сможет гарантировать боль-
ше 499 разноцветных пар. Покажем как Том может обеспечить
499 разноцветных пар. Каждым своим ходом, кроме первого он
будет красить какую-нибудь дощечку, соседнюю с уже покра-
шенной, в противоположный цвет. Тогда он каждым ходом со
2-го по 500-й увеличивает количество разноцветных пар на 1.

2.4. Ответ: min = −3, max = 9.

Решение. Найдем сначала максимум abcd. По неравенству
о средних

√

|abcd| = 4
√
a2b2c2d2 6

a2 + b2 + c2 + d2

4
= 3.

Следовательно, abcd 6 |abcd| 6 9. Равенство достигается, на-
пример, когда

a = b = −c = −d =
√
3.

Поэтому наибольшее значение произведения abcd равно 9. Най-
дем теперь минимум abcd. Из чисел a, b, c и d какие-то два од-
ного знака. Пусть для определенности это a и b, тогда ab > 0.
Заметим, что

c2 + d2 = (c+ d)2 − 2cd = (a+ b)2 − 2cd.

Тогда

12 = a2 + b2 + c2 + d2 = a2 + b2 + (a+ b)2 − 2cd,

откуда

cd =
a2 + b2 + (a+ b)2 − 12

2
= a2 + b2 + ab− 6 > 3ab− 6

и, значит,

abcd > 3ab(ab− 2) > −3.
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Равенство достигается когда a = b = c = 1 и d = −3. Поэтому
наибольшее значение произведения abcd равно −3.

Замечание. Поскольку d = −(a + b + c), нижняя оценка
abcd равносильна неравенству abc(a+ b+ c) 6 3. Проверим его
другим способом. Так как

3abc(a+ b+ c) 6 (ab+ bc+ ca)2,

то достаточно установить, что ab+ bc+ ca 6 3. По условию

12 = a2 + b2 + c2 + d2 = a2 + b2 + c2 + (a+ b+ c)2 =

= 2(a2 + b2 + c2) + 2(ab+ bc+ ca) >

> 2(ab+ bc+ ca) + 2(ab+ bc+ ca) = 4(ab+ bc+ ca).

Стало быть, ab+ bc+ ca 6 3.

2.5. Решение.

A

CB H

K

L
O

M

Пусть M — середина отрезка KL, а O — центр описанной
окружности треугольника AKL. Докажем, что точки O и H
совпадают. Поскольку KH = LH и KO = LO, точки H и
O лежат на серединном перпендикуляре к отрезку KL. Ста-
ло быть, точки H, M и O лежат на одной прямой. Так как
четырехугольник KBCL вписанный,

∠ABC = ∠ALK и ∠ACB = ∠AKL.

Отсюда, в частности, следует, что AK 6= AL, в противном слу-
чае

∠ACB = ∠AKL = ∠ALK = ∠ABC
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и треугольник ABC — равнобедренный. Центральный угол
∠AOK в два раза больше вписанного угла ∠ALK, поэтому

∠OAK = 90◦−1

2
∠AOK = 90◦−∠ALK = 90◦−∠ABC = ∠HAB.

Следовательно, точки A, O и H лежат на одной прямой, при-
чем эта прямая не совпадает с серединным перпендикуляром
к отрезку KL, поскольку AK 6= AL. Таким образом, точки O
и H лежат на пересечении двух различных прямых и, значит,
O = H.

2.6. Ответ: p = 13, q = 7.

Решение. Если p2 + q3 = n3, то

p2 = n3 − q3 = (n− q)(n2 + nq + q2).

Поскольку первая скобка всегда меньше второй, а их произве-
дение — квадрат простого числа, то

n− q = 1 и n2 + nq + q2 = p2.

Стало быть,

p2 = (q+1)2 + (q+1)q+ q2 = 3q2 +3q+1 = (2q+1)2 − q(q+1).

Следовательно,

0 < q(q + 1) = (2q + 1)2 − p2 = (2q + p+ 1)(2q − p+ 1).

Одна из скобок в правой части делится на q. Если первая, то
p + 1 делится на q, а если вторая, то p − 1 делится на q. Но
p < 2q + 1, поэтому возможны три варианта:

p− 1 = q, p+ 1 = q и p+ 1 = 2q.

В первом случае p = 3 и q = 2, что не подходит, так как 32+23 =
17. Во втором случае p = 2 и q = 3, что также не подходит, ибо
22 + 33 = 31. Наконец, в третьем случае получаем

q(q + 1) = (2q + 2q)(2q − 2q + 2) = 8q,

откуда q = 7 и p = 13. Этот вариант подходит:

132 + 73 = 512 = 83.
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Вариант 3

3.1. Ответ: 47.

Решение. Для удобства изложения будем считать, что чис-
ла стоят в вершинах правильного 20-угольника. Рассмотрим
наименьшее и наибольшее числа. Обозначим их соответствен-
но a и b. Предположим, что b − a > 47. Если между ними по
меньшей дуге окружности стоит менее 9 чисел, то b − a 6 45.
Значит они диаметрально противоположны. Тогда между ними
с каждой стороны ровно по 9 чисел. Рассмотрим одну такую
девятку. Пойдем по ней от a к b. Отметим, что каждое сле-
дующее число не превосходит предыдущего, увеличенного на
5. Если на некотором шаге следующее число не превосходит
предыдущего, увеличенного на 2, то уже b − a 6 47. Поэтому
большее 47 число может получиться лишь когда на дуге стоят
числа a+ 5, a+ 10, . . . , a+ 45. Но те же числа должны стоять
и на другой дуге между числами a и b. Это противоречит то-
му, что все числа различны. Стало быть, b− a 6 47. Приведем
пример расстановки, дающей разность 47:

1, 6, 11, 16, . . . , 46, 48, 43, 38, 33, . . . , 8, 3.

3.2. Ответ: x2 + x− 3
2 , x

2 − x− 1
2 , x

2 − 1
2 .

Решение. Поскольку квадратный трехчлен не может при-
нимать какое-то значение более чем в двух точках, среди чисел
f(−1), f(0) и f(1) есть равные.

Пусть f(−1) = f(0). Тогда 1 − a + b = b и, значит, a = 1.
Следовательно,

b2 + 2b = f(b) = f(f(0)) = f(f(1)) = f(b+ 2) = b2 + 6b+ 6,

откуда b = −3
2 .

Пусть f(1) = f(0). Тогда 1 + a + b = b и, значит, a = −1.
Следовательно,

b2 = f(b) = f(f(0)) = f(f(−1)) = f(b+ 2) = b2 + 4b+ 2,

откуда b = −1
2 .
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Пусть f(−1) = f(1). Тогда 1 − a + b = 1 + a + b и, значит,
a = 0. Следовательно,

b2 + b = f(b) = f(f(0)) = f(f(1)) = f(b+ 1) = b2 + 3b+ 1,

откуда b = −1
2 .

3.3. Ответ: выигрывает Вася.

Решение. Опишем стратегию Васи. Первым ходом он до-
полнит ход Пети так, чтобы после Васиного хода осталось 2016
камней. Отметим, что 2016 делится на 7. Дальше Вася будет
действовать так, чтобы за две пары ходов было взято ровно
7 камней. Петя своими двумя ходами сможет в сумме взять 3
или 4 камня, поэтому Вася сначала возьмет 2 камня (это не
наложит ограничений на его второй ход), а потом, когда уже
будет знать, что сделал Петя, дополнит его ход до 7 в сумме.
При разборе каждой семерки последний ход остается за Васей.
Поэтому, в частности, он возьмет последний камень и выиграет.

3.4. Решение. По неравенству о средних для двух чисел

a5

b3
+ ab > 2

√

a5

b3
· ab = 2

a3

b
и

a3

b
+ ab > 2

√

a3

b
· ab = 2a2.

Сложив эти неравенства и сократив на a3

b , получим

a5

b3
+ 2ab >

a3

b
+ 2a2.

Просуммируем это неравенство с двумя аналогичными:

(a5

b3
+

b5

c3
+

c5

a3

)

+ 2(ab+ bc+ ca) >

>

(a3

b
+

b3

c
+

c3

a

)

+ 2(a2 + b2 + c2) >

>

(a3

b
+

b3

c
+

c3

a

)

+ 2(ab+ bc+ ca),

поскольку
a2 + b2 + c2 > ab+ bc+ ca.

После сокращения на 2(ab+ bc+ ca) получим требуемое.
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3.5. Решение.

A

B
C

X

X1

X2

X3

M

B′

D

L

K

E

Пусть B′ — точка симметричная B относительно AC, K —
середина BX3, а L — середина X2X3. Поскольку по условию
точки X2 и X3 симметричны относительно AC, точка L ле-
жит на прямой AC. По построению KM — средняя линия в
треугольнике BXX3, поэтому MK = 1

2BX. Аналогично KL —
средняя линия в треугольнике BX2X3, поэтому

KL =
1

2
BX2 =

1

2
BX.

Наконец, KD — средняя линия в треугольнике BB′X3, поэтому

KD =
1

2
B′X3 =

1

2
BX2 =

1

2
BX,

поскольку B′X3 симметрично BX2 относительно AC. Поэтому
точки D, M и L лежат на окружности с центром в точке K.
Тогда

∠LDM =
1

2
∠LKM =

1

2
∠X2BX = ∠ABC = ∠ADE,

поэтому M лежит на прямой DE.

3.6. Ответ: нет.

Решение. Предположим, что какие-то два простых чис-
ла равны. Пусть для определенности это p и q. Тогда
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(p2 − 7)2(r2 − 7) является точным квадратом и, значит, r2 − 7
также является точным квадратом. Тогда r2−7 = k2 для неко-
торого натурального k. Следовательно,

7 = r2 − k2 = (r − k)(r + k),

откуда r − k = 1 и r + k = 7 и, значит, r = 4, что невозможно.
Поэтому числа p, q и r различны. В силу симметрии можно
считать, что p < q < r. Если p = 2, то q > 3 и произведение
(p2−7)(q2−7)(r2−7) окажется отрицательным. Следовательно,
числа p, q и r нечетные. Тогда их квадраты дают остаток 1 при
делении на 4. Поэтому p2−7, q2−7 и r2−7 четны, но не делятся
на 4. Тогда произведение (p2 − 7)(q2 − 7)(r2 − 7) делится на 23,
но не делится на 24 и, значит, не является точным квадратом.

Вариант 4

4.1. Ответ: 36.

Решение. Из условия ясно, что количество школьников де-
лится на 12. Пусть их 12n. Тогда конфет у них оказалось

3n · 2 + 4n · 1 + 6 = 10n + 6.

Но у каждого школьника, кроме Васи, было хотя бы по кон-
фете. Следовательно, 10n + 6 > 12n − 1, откуда n 6 3. Поэто-
му конфет было не больше 36. Покажем, что 36 конфет могло
быть. Пусть Вася дал две конфеты Маше, а остальным по кон-
фете. Рассадим школьников кроме Маши и Васи за 17 парт.
Пусть сидящие за девятью партами с левой стороны отдали по
своей конфете своим правым соседям, а четверо сидящие за
двумя другими партами отдали по своей конфете Маше.

4.2. Ответ: a = 1, a = −9−
√
57

4 , a = −9+
√
57

4 .

Решение 1. Пусть f(x) = x2+ax−6 и g(x) = 2x2−5x+2a.
Тогда

g(x) − f(x) = x2 − (a+ 5)x+ 2(a+ 3) = (x− 2)(x− a− 3).
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Следовательно, общий корень трехчленов f(x) и g(x) равен 2
или a+ 3. В первом случае

0 = f(2) = 22 + 2a− 6,

поэтому a = 1. Во втором случае

0 = f(a+ 3) = (a+ 3)2 + a(a+ 3)− 6 = 2a2 + 9a+ 3,

поэтому a = −9±
√
57

4 .

Решение 2. Пусть

f(x) = x2 + ax− 6 и g(x) = 2x2 − 5x+ 2a.

Если f(u) = g(u) = 0, то

0 = g(u)− 2f(u) = (2u2 − 5u+ 2a)− 2(u2 + au− 6) =

= −(5 + 2a)u+ (2a+ 12).

Стало быть,

5 + 2a 6= 0 и u =
2a+ 12

5 + 2a
.

Нам осталось найти все a, при которых такое u будет корнем
трехчлена f . Тогда

0 = f(u) = f
(2a+ 12

5 + 2a

)

=
(2a+ 12

5 + 2a

)2
+ a · 2a+ 12

5 + 2a
− 6 =

=
(2a + 12)2 + a(2a+ 12)(5 + 2a) − 6(5 + 2a)2

(5 + 2a)2
=

=
2(2a3 + 7a2 − 6a− 3)

(5 + 2a)2
.

Поэтому 2a3+7a2−6a−3 = 0, откуда a = 1 или 2a2+9a+3 = 0.
Из последнего уравнения и находим оставшиеся ответы.

4.3. Ответ: Вася.

Решение. Отметим центр сетки, назовем его O. Вася бу-
дет играть по следующей стратегии. Если он может выиграть
одним ходом, то он делает этот ход. В противном случае он
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стирает отрезок, симметричный относительно точки O отрез-
ку, только что стертому Петей. Таким образом после каждого
хода Васи картинка будет симметрична относительно точки O.
Предположим, что Петя смог победить. Тогда после какого-
то Васиного хода Петя смог стереть последнюю сторону неко-
торой клетки K. Рассмотрим симметричную ей относительно
точки O клетку K ′. У нее должны быть стерты три стороны,
поскольку лишь только что стертый отрезок не имеет симмет-
ричного стертого отрезка, а остальная часть картинки симмет-
рична относительно O. Но тогда и перед ходом Васи либо у
клетки K, либо у клетки K ′ уже были стерты три стороны,
поэтому Вася должен был стереть и четвертую сторону. Мы
пришли к противоречию. Поэтому Петя не сможет выиграть
и, значит, победит Вася.

4.4. Решение. По неравенству о средних для двух чисел

a3

b2
+ a > 2

√

a3

b2
· a = 2

a2

b
и

a2

b
+ b > 2

√

a2

b
· b = 2a.

Сложив эти неравенства и сократив на a2

b и a, получим

a3

b2
+ b >

a2

b
+ b.

Просуммируем это неравенство с двумя аналогичными:

(a3

b2
+

b3

c2
+

c3

a2

)

+ (a+ b+ c) >
(a2

b
+

b2

c
+

c2

a

)

+ (a+ b+ c).

После сокращения на a+ b+ c получим требуемое.

4.5. Ответ: 180◦.

Решение.

Поскольку ∠AKH = 90◦ = ∠AB1H, четырехугольник
AB1KH вписанный и, значит, ∠HKB1 = 180◦−∠HAB1. Тогда

∠AKB1 = ∠HKB1−90◦ = (180◦−∠HAB1)−90◦ = 90◦−∠HAB1.

Простое вычисление дает

∠KAL = ∠C1AL−∠C1AK = 2∠C1AB1−2∠C1AH = 2∠HAB1.
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A

B C

B1

C1

H

L

K

Отрезки AC1 и AK — касательные, проведенные из точки A к
окружности ω, поэтому AK = AC1, а отрезки AC1 и AL — ка-
сательные, проведенные из точки A к окружности ω1, поэтому
AC1 = AL. Следовательно,

AK = AC1 = AL

и

∠AKL = 90◦ − 1

2
∠KAL = 90◦ − ∠HAB1 = ∠AHB1 = ∠AKB1.

Поэтому точки K, B1 и L лежат на одной прямой и, значит,
∠KB1L = 180◦.

4.6. Ответ: p = 53, q = 7.

Решение. Перепишем уравнение в виде p3+1700 = q3(q3+
96) и перейдем к остаткам от деления на 7, получим

p3 − 1 ≡ q3(q3 − 2) (mod 7).

Следовательно, p3 ≡ (q3 − 1)2 (mod 7). Если простое число q
отлично от 7, то q дает ненулевой остаток от деления на 7 и,
значит, q3 дает остаток 1 или 6. Тогда (q3 − 1)2 дает остаток 0
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или 4 при делении на 7. Перебором остатков легко убедиться,
что куб не может давать остаток 4 при делении на 7. Поэтому
p делится на 7 и, значит, p = 7. Такое число p не подходит.
Действительно,

p3 + 1700 = 73 + 1700 = 2043,

что делится на 3. Тогда q3(q3 +96) делится на 3, поэтому либо
q, либо q3 + 96 делится на 3. В обоих случаях получаем, что q
делится на 3 и, значит, q = 3. Но

33(33 + 96) = 3321 6= 2043.

Таким образом, q должно равняться 7. В этом случае p = 53.
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10–11 классы

Вариант 1

1.1. Ответ: 16.

Решение. Пусть в i-й строке доски стоит ni черных ладей.
Тогда в этой строке можно расположить не более ni + 1 белых
ладей, не бьющих друг друга. Поэтому

n 6 (n1+1)+(n2+1)+. . .+(n8+1) = (n1+. . .+n8)+8 = 8+8 = 16.

Расстановка для 16 белых ладей показана на рисунке.

ZRZ Z Z

ZRsRZ Z

RsRsRZ Z

ZRsRsRZ

ZRsRsRZ

Z ZRsRZ

Z ZRZ Z

Z Z Z ZR

1.2. Ответ:
√
3.

Решение. Для оценки числителя A воспользуемся нера-
венством Коши для средних:

xy · xz + xy · yz + xz · yz 6
(xy)2 + (xz)2

2
+

(xy)2 + (yz)2

2
+

+
(xz)2 + (yz)2

2
= (xy)2 + (yz)2 + (xz)2.

Используя неравенство
(
(xy)2 + (yz)2 + (xz)2

)2
6 3

(
(xy)4 +

(yz)4 + (xz)4
)
, мы получим

A2 6
3
(
(xy)4 + (yz)4 + (xz)4

)

(xy)4 + (yz)4 + (xz)4
= 3 и A 6

√
3.

Равенство реализуется при x = y = z.
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1.3. Ответ: 90◦ + γ−β
2 .

OO1

A B

C

X

Y

Z
ω

ω1

Решение. Пусть ω и ω1 — описанные окружности треуголь-
ников ABC и AXY , O и O1 — их центры, Z — отличная от A
точка пересечения ω и ω1. Заметим, что ∠ABZ = ∠ACZ по-
скольку эти углы вписаны в ω и опираются на общую дугу.
Аналогично проверяется равенство ∠AXZ = ∠AY Z. Поэтому

△XBZ = △Y CZ,

отсюда BZ = CZ. Тогда равны и дуги окружности ω, стягива-
емые хордами BZ и CZ. Следовательно,

⌣
BAZ =

⌣
ZC = 1

2

⌣
BAC = 1

2 (2β + 2γ) = β + γ,

откуда ∠BAZ = 180◦ − 1
2 (β + γ).

Отрезок AZ является общей хордой окружностей ω и ω1. Зна-
чит, O и O1 лежат на серединном перпендикуляре к AZ и,
в частности, AZ ⊥ OO1. Поскольку ∠ABC = β и ∠BAZ =
180◦ − β+γ

2 , угол между прямыми OO1 и BC будет равен

360◦ − ∠ABC − ∠BAZ − 90◦ = 270◦ − β −
(
180◦ − 1

2 (β + γ)
)
=

= 90◦ + 1
2(γ − β).

1.4. Ответ: Да.

Решение. Число x2 должно иметь вид (10n + 1) a, где a —
некоторое n-значное число. Для нечетных n по формуле для
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суммы геометрической прогрессии

10n + 1 = (10 + 1)b = 11b, где b = 1− 10 + 102 − . . .+ 10n−1.

Заметим, что 10k mod 11 = (−1)k для неотрицательных целых
k, откуда

b mod 11 = n mod 11.

Значит, (10n + 1)
... 121 для нечетных n, кратных 11, и, в част-

ности, для n = 20182019. Положим

x = 10
11 (10

n + 1), a = 100
121 (10

n + 1).

По доказанному числа a и x натуральные. Отметим два про-
стых факта.

1) a < 10n. Действительно,

a <
100

(
10n + 10n−1

)

121
=

100 · 10n−1 · 11
121

=
10

11
· 10n < 10n.

2) a > 10n−1, поскольку a >
10n + 1

10
> 10n−1.

Из 1) и 2) вытекает, что число a является n-значным. Кроме
того,

x2 = 100
121 (10

n + 1)2 = 100
121 (10

n + 1) · (10n + 1) = (10n + 1) a.

Поэтому число x удовлетворяет условию задачи.

1.5. Ответ: 56.

Решение. Пусть теннисист A провел ровно k матчей, а все
остальные участники — не менее k матчей. Разобьем тенниси-
стов на две группы: в первой — сам A и те, с кем он сыграл,
во второй — те, с кем A не играл. Первая группа содержит
k + 1 человек, и каждый из них провел не менее k игр. Тогда
участники из этой группы провели не менее 1

2 k(k + 1) матчей
(в сумме каждая игра учитывается не более двух раз). Во вто-
рую группу входит 15 − k человек. Поскольку ни один из них
не играл с A, они все должны были сыграть друг с другом,
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то есть провести по крайней мере 1
2 (15 − k)(14 − k) матчей.

Поэтому общее число игр не меньше, чем

1
2 k(k+1)+ 1

2 (15−k)(14−k) = k2−14k+105 = (k−7)2+56 > 56.

Таким образом, n < 56 нам не подходит.

Покажем теперь, что n = 56 удовлетворяет условию задачи.
Разобьем теннисистов на две группы по 8 человек, и пусть в
обеих группах все участники сыграют друг с другом. В сумме
получится ровно 56 матчей. Среди любых трех теннисистов
найдутся двое из одной группы, и, значит, они уже сыграли
между собой.

1.6. Ответ: 4 : 3.

O

A

B

C

D

2α α+β

O

P

Q

X

R-r
R

r

rβ

Решение. Пусть O — общая вершина конусов, 2α — их угол
при вершине, P и Q — центры меньшего и большего шаров, r
и R — их радиусы. Заметим, что точка X касания меньшего
шара с одним из конусов лежит в плоскости, проходящей через
P и ось симметрии этого конуса. Положим β = ∠XOP . Этот
угол одинаков для всех конусов, поскольку sin β = r

OP . Значит,
луч OP образует угол α + β с осями симметрии всех конусов.
Аналогично доказывается, что на этом луче лежит и точка Q.

Отложим на осях симметрии конусов отрезки OA, OB, OC
единичной длины. Тогда OABC — правильная пирамида с
плоскими углами 2α при вершине O. Пусть D — центр тре-
угольника ABC. Точки P и Q лежат на луче OD. По условию
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tgα =
√
3
2 . Поэтому

sin(α+ β) = sin∠AOD =
AD

OA
= AD =

=
AB√
3

=
2 sinα√

3
= cosα = sin

(
π
2 − α

)
.

Поскольку α, β < π
2 , мы получим α + β = π

2 − α, откуда β =
π
2 − 2α и

ctg β = tg 2α =
2 tg α

1− tg2 α
= 4

√
3 =⇒ sin β =

1
√

ctg2 β + 1
=

1

7
.

Положим t = R
r . Тогда

R− r = (R + r) sinβ ⇐⇒ t− 1 = 1
7 (t+ 1) ⇐⇒ t = 4

3 .

Вариант 2

2.1. Ответ: 17.

Решение. Пусть в i-й строке доски стоит ni черных ладей.
Тогда в этой строке можно расположить не более ni + 1 белых
ладей, не бьющих друг друга. Поэтому

n 6 (n1+1)+(n2+1)+. . .+(n8+1) = (n1+. . .+n8)+8 = 9+8 = 17.

Возможные расстановки для 17 белых ладей показаны на ри-
сунке.

Z S Z Z

Z SrS Z

SrSrS Z

SrSrSrS

SrSrS Z

Z SrS Z

Z S Z Z

Z Z Z ZR

ZRZ Z Z

ZRsRZ Z

RsRsRZ Z

ZRsRsRZ

ZRsRsRZ

Z ZRsRsR

Z ZRZ Z

Z Z Z S

2.2. Ответ: 1.

Решение. Для оценки числителя A воспользуемся нера-
венством Коши для средних:

xy · xz + xy · yz + xz · yz 6
(xy)2 + (xz)2

2
+

(xy)2 + (yz)2

2
+

+
(xz)2 + (yz)2

2
= (xy)2 + (yz)2 + (xz)2.
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Используя неравенство x4 + y4 + z4 > x2y2 + y2z2 + x2z2, мы
получим

A 6
(xy)2 + (yz)2 + (xz)2

(xy)2 + (yz)2 + (xz)2
= 1.

Равенство реализуется при x = y = z.

2.3. Ответ: 1.

O

A

B

C L K

P

Q

Mω

Решение. Пусть O — центр ω, M — середина дуги BKC.
Хорды BM и CM стягивают одинаковые дуги и потому рав-
ны. Кроме того, CQ = AB по условию и ∠ABM = ∠QCM как
вписанные углы, опирающиеся на одну дугу. Тогда △ABM =
△QCM , откуда AM = QM . Аналогичным образом проверя-
ется, что △ACM = △PBM и, значит, AM = PM . Таким об-
разом, точка M равноудалена от A,P,Q, то есть она является
центром описанной окружности треугольника APQ. Так как
треугольник KBC вписан в ω, нам требуется найти расстояние
OM . Поскольку точка M лежит на ω, отрезок OM — радиус
ω, откуда OM = 1.

2.4. Ответ: Да.

Решение. Число x2 должно иметь вид (16n + 1) a, где a —
некоторое n-значное число. Для нечетных n по формуле для
суммы геометрической прогрессии

16n + 1 = (16 + 1)b = 17b, где b = 1− 16 + 162 − . . .+ 16n−1.
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Заметим, что 16k mod 17 = (−1)k для неотрицательных целых
k, откуда

b mod 17 = n mod 17.

Значит, (16n + 1)
... 289 для нечетных n, кратных 17, и, в част-

ности, для n = 2023. Положим

x = 16
17 (16

n + 1), a = 256
289 (16

n + 1).

По доказанному числа a и x натуральные. Отметим два про-
стых факта.

1) a < 16n. Действительно,

a <
256

(
16n + 16n−1

)

289
=

256 · 16n−1 · 17
289

=
16

17
· 16n < 16n.

2) a > 16n−1, поскольку a >
16n + 1

16
> 16n−1.

Из 1) и 2) вытекает, что число a является n-значным. Кроме
того,

x2 = 256
289 (16

n + 1)2 = 256
289 (16

n + 1) · (16n + 1) = (16n + 1) a.

Поэтому число x удовлетворяет условию задачи.

2.5. Ответ: k + 1.

Решение. Покажем, что k+1 туров достаточно. Пусть тен-
нисисты A и B сыграли между собой в первом туре. В следую-
щих k турах они играли с кем-то из остальных 2k− 2 участни-
ков и провели в общей сложности 2k матчей. Значит, найдется
теннисист C, сыгравший и с A, и с B. Тогда тройка {A,B,C}
удовлетворяет условию задачи.

Покажем теперь, что k туров не хватит. Разобьем всех
участников на две группы по k человек. Пусть каждый тен-
нисист сыграл со всеми соперниками из другой группы, а с
теннисистами из своей группы не играл. Среди любых трех
участников найдутся двое из одной группы, и, значит, они еще
не играли между собой.
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2.6. Ответ: 2π
3 .

O

A

B

C

D

2α α+β

O

P

Q

X

R-r
R

r

rβ

Решение. Пусть O — общая вершина конусов, 2α — их угол
при вершине, P и Q — центры меньшего и большего шаров, r
и R — их радиусы. Заметим, что точка X касания меньшего
шара с одним из конусов лежит в плоскости, проходящей через
P и ось симметрии этого конуса. Положим β = ∠XOP . Этот
угол одинаков для всех конусов, поскольку sin β = r

OP . Значит,
луч OP образует угол α + β с осями симметрии всех конусов.
Аналогично доказывается, что на этом луче лежит и точка Q.
Положим t = R

r . Тогда

R− r = (R + r) sinβ ⇐⇒ t− 1 = (t+ 1) sin β ⇐⇒

⇐⇒ sinβ =
t− 1

t+ 1
=

1

2
⇐⇒ β =

π

6
.

Отложим на осях симметрии конусов отрезки OA, OB, OC еди-
ничной длины. Пусть D — центр треугольника ABC. Точки
O,P,Q равноудалены от A,B,C и, значит, лежат на перпенди-
куляре к плоскости ABC, проходящем через точку D. Тогда
∠AOD = α+ β и

sin
(
α+ π

6

)
= sin(α+ β) =

AD

OA
= AD =

AB√
3

=
2 sinα√

3
.

Поэтому

√
3

2
· sinα+

1

2
· cosα =

2√
3
· sinα ⇐⇒ tgα =

√
3 ⇐⇒ 2α =

2π

3
.
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Вариант 3

3.1. Ответ: 5.

Решение. Короли могут стоять только в клетках на пере-
сечении горизонтали и вертикали, свободных от ладей. Таких
клеток всего (8−n)2. Поскольку на доске должно быть n коро-
лей, мы получаем неравенство (8− n)2 > n, из которого n 6 5.
Пример расстановки 5 королей и 5 ладей показан на рисунке.

kZkZkZ Z

Z Z Z Zr

kZkZ Z Z

Z Z Z s

Z Z s Z

Z Z Z Z

Z s Z Z

ZrZ Z Z

3.2. Ответ:
√
2.

Решение. Заметим, что x6 + y6 > 1
2

(
x3 + y3

)2
. Поэтому

A 6
xy (x+ y)

√
2

x3 + y3
=

xy
√
2

x2 − xy + y2
=

√
2

x
y + y

x − 1
6

√
2.

Равенство реализуется при x = y.

3.3. Ответ: луч, сонаправленный с лучом AD, начинающий-
ся в точке пересечения AB и серединного перпендикуляра к
отрезку AD.

A

D

XC

P

L M

α

A

D

X C

P

Решение 1. Обозначим через C точку пересечения сере-
динного перпендикуляра к отрезку AD с лучом AB. Пусть точ-
ка P построена по X в соответствии с условием. Докажем, что
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она лежит на луче с началом C, сонаправленным с AD. За-
метим, что угол между касательной DP и хордой DX равен
вписанному углу DAX, опирающемуся на дугу DX. Поэтому

∠ADC = ∠DAC = ∠PDX = ∠PXD.

Возможны два случая.

1) Точка C лежит между A и X (см. левый рисунок). То-
гда

180◦−∠DPX = 2∠PDX = 2∠DAC = 180◦−∠DCA = ∠DCX.

Поэтому четырехугольник CDPX вписанный и ∠PCX =
∠PDX = ∠DAC. Значит, CP ‖ AD.

2) Точка X лежит между A и C (см. правый рисунок).
Тогда

∠DCA = 180◦ − 2∠DAC = 180◦ − 2∠PDX = ∠DPX.

Поэтому четырехугольник CPDX вписанный, откуда

180◦ − ∠PCX = ∠PDX = ∠DAC.

Значит, и в этом случае CP ‖ AD.

Пусть теперь точка P лежит на луче с началом C, сона-
правленным с AD. Выберем на луче AC точку X так, чтобы
она лежала внутри угла ADP и ∠PDX = ∠DAC. Покажем,
что такая точка X порождает P в соответствии с условием.
Пусть AX > CX. Так как ∠PCX = ∠DAC = ∠PDX, четы-
рехугольник CDPX вписанный, откуда

∠PXD = 180◦ − ∠PDX − ∠DPX =

= 180◦ − ∠CDA− ∠DCA = ∠DAC = ∠PDX.

Проведем через точки A,D,X окружность. Она касается пря-
мой DP , так как ∠PDX = ∠DAC, и прямой XP , поскольку
∠PXD = ∠PDX. Значит, точка X порождает точку P в со-
ответствии с условием задачи. Случай AX 6 CX разбирается
аналогично.
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Решение 2. Обозначим через C точку пересечения сере-
динного перпендикуляра к отрезку AD с прямой AB. Пусть
α = ∠BAD, а точки L и M — середины отрезков AD и XD со-
ответственно. Поскольку расстояние от точки M до прямой AB
в два раза меньше расстояния от точки D до той же прямой,
это расстояние будет всегда одинаковым. Поэтому при переме-
щении точки X по лучу AB точка M будет перемещаться по
лучу, параллельному AB и проходящему через точку L (назо-
вем его ℓ). Теперь можно забыть про точку X и перемещать
точку M по лучу ℓ. Построить по M точку P несложно: по-
скольку ∠MDP = ∠DAX = α и MP = DP cosα, нужно век-
тор DM растянуть в 1

cosα раз и повернуть на угол α вокруг D.
Эти преобразования переводят L в C, а луч LM — в луч, иду-
щий из C и сонаправленный AD. Он и будет геометрическим
местом точек P .

3.4. Ответ: n ∈ {1, 2, . . . , 9}.

Решение. Если n 6 9, то нам подходит x = 1 . . . 1, по-
скольку

1 . . . 12 = 12 . . . (n− 1)n(n − 1) . . . 1.

Предположим теперь, что требуемое число x существует, и за-
пишем его в десятичной системе: x = an−1 . . . a0. Из симметрии
чисел ak вытекает, что x2 = b0 + 10b1 + . . . + 102n−2b2n−2, где

bk = a0ak + a1ak−1 + . . .+ aka0, b2n−2−k = bk

при k = 0, 1, . . . , n− 1.

Нам достаточно показать, что bk 6 9 для всех k = 0, 1, . . . ,
2n − 2. Действительно, по условию ak > 1 при всех k = 0, . . . ,
n − 1, и мы получим n 6 bn 6 9. Докажем требуемое неравен-
ство по индукции.

База индукции. Проверим, что a20 6 9. Предположим, что
a0 > 3. Тогда младшая цифра числа x2 равна a20 mod 10, а его
старшая цифра есть

[
x2 · 101−2n

]
.
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Заметим, что

[
x2

102n−1

]

>

[(
a0 · 10n−1

)2

102n−1

]

=

[
a20
10

]

и

[
x2

102n−1

]

<
x2

102n−1
<

(
(a0 + 1) · 10n−1

)2

102n−1
=

(a0 + 1)2

10
.

Несложно убедиться в том, что

a20 mod 10 >
(a0 + 1)2

10
при a0 ∈ {4, 5, 6, 7}

и

a20 mod 10 <

[
a20
10

]

при a0 ∈ {8, 9}.

Значит, старшая и младшая цифры x2 не совпадают, что про-
тиворечит условию.

Отметим, что по доказанному число x2 будет (2n − 1)-
значным. Действительно, x < 4 · 10n−1, поэтому в (2n − 1)-м
разряде x2 может быть только 0 или 1. Во втором случае млад-
шая цифра x2 равна старшей (то есть 1), а также a20. Но тогда
an−1 = a0 = 1 и x2 < 102n−1, что невозможно.

Индукционный переход. Пусть неравенство доказано для bj
при j < k. Тогда b0, . . . , bk−1 — младшие цифры числа x2, и в
силу условия bk−1, . . . , b0 — его старшие цифры. Поэтому

102n−1−k > x2 − 102n−2b0 − . . .− 102n−1−kbk−1 =

= x2 − 102n−2b2n−2 − . . .− 102n−1−kb2n−1−k >

> 102n−2−kb2n−2−k = 102n−2−kbk,

откуда bk < 10.

3.5. Ответ: 11.

Решение. Назовем циклом такую тройку участников, что
во встречах между собой каждый из них одержал по одной по-
беде. Докажем вначале, что ни один теннисист не может вхо-
дить более чем в один цикл. Договоримся символом A → B
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отмечать факт победы A над B. Пусть нашелся участник C,
фигурирующий в двух разных циклах. Эти циклы могут быть
двух типов.

1) (A,B,C) и (C,D,E). Тогда A → D, так как иначе

A → B → C → D → A,

что невозможно. Но в этом случае A → D → E → C → A, чего
также быть не может.

2) (A,B,C) и (B,C,D). Тогда вновь A → D. Но в этом
случае

A → D → B → C → A,

что также невозможно. Таким образом, в два цикла теннисист
C входить не может.

По доказанному циклы не пересекаются, поэтому их коли-
чество не превосходит

[
35
3

]
= 11. Приведем пример турнира с

11 циклами. Разобьем 33 участника на группы по 3 человека
и занумеруем эти группы числами от 1 до 11. Пусть каждая
группа образует цикл, а во встрече теннисистов, входящих в
разные группы, побеждает спортсмен из группы с бо́льшим
номером. Наконец, оставшиеся два участника побеждают всех
остальных. Такой турнир удовлетворяет условию задачи и име-
ет ровно 11 циклов.

3.6. Ответ: π − arctg
(
2
√
2
)
.

O

A

A'

H

C
B Π

α

2β
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Решение. Пусть 2α и 2β — углы при вершине соответствен-
но первого и третьего конусов. Отложим на осях симметрии
первых двух конусов равные отрезки OA и OA′. Обозначим
середину отрезка AA′ через H. Медиана OH равнобедренного
треугольника AOA′ будет также его высотой и биссектрисой.
Поэтому OH ⊥ AA′, и луч OH является общей образующей
первых двух конусов.

Отметим на осях симметрии третьего и четвертого конусов
точки B и C соответственно. Покажем, что лучи OB и OC
лежат в плоскости Π, состоящей из точек, равноудаленных от
A и A′. Ясно, что O ∈ Π. Поскольку

∠AOB = ∠A′OB = α+ β,

треугольники AOB и A′OB равны, откуда AB = A′B и B ∈ Π.
Аналогично проверяется, что луч OC лежит в Π.

Положим ϕ = ∠BOH. Заметим, что AOH ⊥ BOH и
∠AOB = α + β, так как первый и третий конусы касаются
друг друга. Используя для пирамиды OABH формулу трех
косинусов, мы получим

cos∠AOB = cos∠AOH ·cos∠BOH ⇐⇒ cos(α+β) = cosα·cosϕ.
(∗)

Поскольку третий и четвертый конус касаются друг друга,
угол COH равен ϕ−2β или 2π−ϕ−2β. Кроме того, четвертый
конус касается первых двух. Тогда cos(α+β) = cosα·cos(ϕ±2β)
по формуле трех косинусов для пирамиды OACH, и в силу (∗)

cos(ϕ± 2β) =
cos(α+ β)

cosα
=

= cosϕ ⇐⇒ 2 sin β · sin(ϕ ± β) = 0 ⇐⇒ ϕ = π ∓ β.

Подставляя эти равенства в (∗), мы получим

cos(α+ β) = − cosα · cos β ⇐⇒ 2 cosα · cos β = sinα · sin β ⇐⇒
⇐⇒ tgα · tg β = 2.

Тогда α+ β > π
2 и

tg(π − α− β) = − tg(α+ β) =
tgα+ tg β

tgα · tg β − 1
=

= tg α+ tg β > 2
√

tgα · tg β = 2
√
2.
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Поэтому π − α − β > arctg(2
√
2 ) и α + β 6 π − arctg(2

√
2 ).

Равенство реализуется в случае α = β = arctg
√
2.

Вариант 4

4.1. Ответ: 9.

Решение. Короли могут стоять только в клетках на пере-
сечении горизонтали и вертикали, свободных от ладей. Таких
клеток всего (9− 6)2 = 9, поэтому n 6 9. Пример расстановки
9 королей и 6 ладей показан на рисунке.

k k k

r

k k k

r

k k k

r

r

r

r

4.2. Ответ:
4
√
8.

Решение. Заметим, что
(
x3 + y3

)4
6 4
(
x6 + y6

)2
6 8
(
x12 +

y12
)
. Поэтому

A 6
xy (x+ y) 4

√
8

x3 + y3
=

xy 4
√
8

x2 − xy + y2
=

4
√
8

x
y + y

x − 1
6

4
√
8.

Равенство реализуется при x = y.

4.3. Ответ: луч, сонаправленный с лучом DA, начинающий-
ся в точке пересечения BA и серединного перпендикуляра к
отрезку AD.

Решение. Обозначим через C точку пересечения середин-
ного перпендикуляра к отрезку AD с лучом BA.

Пусть точка P построена по X в соответствии с условием.
Докажем, что она лежит на луче с началом C, сонаправлен-
ным с DA. Угол между касательной PD и хордой AD равен
вписанному углу AXD, опирающемуся на дугу AD. Поэтому
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X

C

P

∠PDA = ∠AXD и, аналогично, ∠AXP = ∠ADX. Заметим,
что

∠CDP + ∠PDA = ∠CDA = ∠CAD = 180◦ − ∠DAX =

= ∠AXD + ∠ADX = ∠PDA+ ∠CXP.

Значит, ∠CDP = ∠CXP и четырехугольник CDXP вписан-
ный. Тогда

∠PCX = ∠PDX = ∠CDA = ∠CAD, откуда CP ‖ DA.

Пусть теперь точка P лежит на луче с началом C, сона-
правленным с DA. Выберем на луче CA точку X так, чтобы
CX > CA и ∠ADX = ∠CDP . Покажем, что такая точка X
порождает P в соответствии с условием. Так как

∠PCX = ∠CAD = ∠CDA = ∠PDX,

четырехугольник CDXP вписанный. Отсюда

∠CXP = ∠CDP = ∠ADX и ∠CXD = ∠CPD = ∠PDA.

Поэтому окружность, проходящая через точки A,D,X, каса-
ется прямых XP и DP .

4.4. Ответ: n ∈ {1, 2, . . . , 15}.
Решение. Если n 6 15, то нам подходит x = 1 . . . 1, по-

скольку
1 . . . 12 = 12 . . . (n− 1)n(n − 1) . . . 1.

95



Предположим теперь, что требуемое число x существует, и
запишем его в шестнадцатеричной системе: x = an−1 . . . a0.
Из симметрии чисел ak вытекает, что x2 = b0 + 16b1 + . . . +
162n−2b2n−2, где

bk = a0ak + a1ak−1 + . . .+ aka0, b2n−2−k = bk

при k = 0, 1, . . . , n− 1.

Нам достаточно показать, что bk 6 15 для всех k = 0, 1, . . . ,
2n−2. Действительно, по условию ak > 1 при всех k = 0, . . . , n−
1, и мы получим n 6 bn 6 15. Докажем требуемое неравенство
по индукции.

База индукции. Проверим, что a20 6 15. Предположим, что
a0 > 3. Тогда младшая цифра числа x2 равна a20 mod 16, а его
старшая цифра есть

[
x2 · 161−2n

]
.

Заметим, что

[
x2

162n−1

]

>

[(
a0 · 16n−1

)2

162n−1

]

=

[
a20
16

]

и

[
x2

162n−1

]

<
x2

162n−1
<

(
(a0 + 1) · 16n−1

)2

162n−1
=

(a0 + 1)2

16
.

При a0 ∈ {4, 8, C} младшая цифра x2 будет нулем, что невоз-
можно. Кроме того,

a20 mod 16 >
(a0 + 1)2

16
при a0 ∈ {5, 6, B}

и

a20 mod 16 <

[
a20
16

]

при a0 ∈ {7, 9, A,D,E, F}.

Значит, старшая и младшая цифры x2 не совпадают, что про-
тиворечит условию.

Отметим, что по число x2 обязано быть (2n − 1)-значным,
так как

x < 4 · 16n−1 и x2 < 162n−1.
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Индукционный переход. Пусть неравенство доказано для bj
при j < k. Тогда b0, . . . , bk−1 — младшие цифры числа x2, и в
силу условия bk−1, . . . , b0 — его старшие цифры. Поэтому

162n−1−k > x2 − 162n−2b0 − . . .− 162n−1−kbk−1 =

= x2 − 162n−2b2n−2 − . . .− 162n−1−kb2n−1−k >

> 162n−2−kb2n−2−k = 162n−2−kbk,

откуда bk < 16.

4.5. Ответ: 1800.

Решение. Договоримся символом X → Y отмечать факт
победы X над Y . Пусть теннисист B одержал m побед и потер-
пел 19−m поражений. Тогда найдется ровно m(19−m) троек
вида A → B → C. Максимум трехчлена m(19−m) реализуется
в ближайших к его вершине целых точках, то есть при m = 9
или m = 10. Значение трехчлена в этих точках равно 90. Зна-
чит, более 90 «серебряных» сувениров теннисист B не получит,
а всего достаточно 90 · 20 = 1800 сувениров.

Покажем, что 1799 «серебряных» сувениров может не хва-
тить. Это произойдет, если каждый участник одержит 9 или
10 побед. Для k = 2, 3, . . . , 10 приведем пример турнира с 2k
участниками, где k теннисистов одержали по k−1 побед и k тен-
нисистов — по k побед. Пусть k = 2, а участников обозначим че-
рез A,B,C,D. Тогда можно положить A → B → C → D → A,
A → C, B → D. Допустим, что для некоторого k < 10 соот-
ветствующий пример уже построен. Добавим к турниру двух
новых участников A и B, причем A → B. Пусть старые участ-
ники с k−1 победами проиграли A и выиграли у B, а участники
с k победами проиграли B и выиграли у A. Тогда у всех старых
участников стало на одну победу больше. Кроме того, A одер-
жит k+1 победу, а B — k побед. Таким образом, мы получили
пример турнира с 2(k + 1) теннисистами.

4.6. Ответ: 2 arcctg
(
2
√
2
)
.

Решение. Пусть 2α, 2β и 2γ — углы при вершине соответ-
ственно первого, третьего и пятого конусов. Отложим на осях
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B Π

α

β+γ

симметрии первых двух конусов равные отрезки OA и OA′.
Обозначим середину отрезка AA′ через H. Медиана OH рав-
нобедренного треугольника AOA′ будет также его высотой и
биссектрисой. Поэтому OH ⊥ AA′, и луч OH является общей
образующей первых двух конусов.

Отметим на осях симметрии третьего и четвертого и пя-
того конусов точки B, C и D соответственно. Покажем, что
лучи OB, OC и OD лежат в плоскости Π, состоящей из то-
чек, равноудаленных от A и A′. Ясно, что O ∈ Π. Поскольку
∠AOB = ∠A′OB = α + β, треугольники AOB и A′OB равны,
откуда AB = A′B и B ∈ Π. Аналогично проверяется, что лучи
OC и OD лежат в Π.

Положим ϕ = ∠BOH. Заметим, что AOH ⊥ BOH и
∠AOB = α + β, так как первый и третий конусы касаются
друг друга. Используя для пирамиды OABH формулу трех
косинусов, мы получим

cos∠AOB = cos∠AOH ·cos∠BOH ⇐⇒ cos(α+β) = cosα·cosϕ.
(∗)

Поскольку третий и четвертый конус касаются друг друга,
угол COH равен ϕ−2β или 2π−ϕ−2β. Кроме того, четвертый
конус касается первых двух. Тогда cos(α+β) = cosα·cos(ϕ±2β)
по формуле трех косинусов для пирамиды OACH, и, в силу (∗),

cos(ϕ± 2β)=
cos(α+ β)

cosα
=cosϕ ⇐⇒ 2 sin β · sin(ϕ± β)=0 ⇐⇒

⇐⇒ ϕ = π ∓ β.
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Одно из полученных значений ϕ соответствует третьему кону-
су, другое — четвертому. Мы можем считать, что ϕ = π − β,
иначе симметрично отразим все конусы относительно плоско-
сти OAA′. Тогда ∠DOH = ϕ − β − γ = π − 2β − γ. В силу
равенства (∗)

cos(α+β) = − cosα · cos β ⇐⇒ 2 cosα · cos β = sinα · sinβ. (∗∗)

Теперь формула трех косинусов для пирамиды OADH дает

cos(α+ γ) = cosα · cos(ϕ− γ − β) = − cosα · cos(γ + 2β) ⇐⇒
⇐⇒ cosα · cos γ − sinα · sin γ =

= sin γ · cosα · sin 2β − cos γ · cosα · cos 2β ⇐⇒
⇐⇒ cos γ · 2 cos2 β · cosα =

= sin γ (sinα+ 2cosα · cos β · sinβ).

В силу формулы (∗∗) заменим в обеих частях последнего ра-
венства 2 cosα · cos β на sinα · sin β, а затем сократим на sinα.
Мы получим

cos γ · sin β · cos β = sin γ (1 + sin2 β) =⇒

=⇒ ctg γ =
cos2 β + 2 sin2 β

cosβ · sin β >

>
2
√
2 · cos β · sin β
cos β · sin β = 2

√
2.

Поэтому γ 6 arcctg
(
2
√
2
)
. Равенство реализуется в случае

tgα = 2
√
2, ctg β =

√
2.

Вариант 5

5.1. Ответ: 38.

Решение. Будем обозначать клетки доски так, как это при-
нято в шахматах. Упорядочим диагонали, параллельные a1 –
h8, сверху вниз. Три первых и три последних диагонали со-
держат в общей сложности 12 клеток, из которых 4 лежат на
диагонали a8 – h1. Значит, на этих шести диагоналях может
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располагаться не более 11 слонов. Остальные 9 диагоналей со-
держат не более чем по 3 слона. Поэтому общее число слонов
не превосходит 11 + 3 · 9 = 38. Расстановка 38 слонов показана
на рисунке.

babababZ

abababab

bZ Z Z a

a Z Z Zb

bZ Z Z a

a Z Z Zb

babababa

abababa

5.2. Ответ: −1
5 .

Решение 1. Так как A не меняется при циклической пере-
становке переменных a, b, c, мы можем считать, что a больше b
и c. Тогда (a− b)(c − a) < 0, откуда b > c, поскольку минимум
A, очевидно, отрицателен. Пусть x = a−b, y = b−c. Эти числа
положительны, и

−A =
xy (x+ y)

x3 + y3 + (x+ y)3
=

xy

2x2 + 2y2 + xy
=

1

2
(
x
y + y

x

)
+ 1

6
1

5
.

Таким образом, A > −1
5 . Равенство реализуется в случае x = y

(например, при a = 2, b = 1, c = 0).

Решение 2. Так как A не меняется при циклической пере-
становке переменных a, b, c, мы можем считать, что a больше b
и c. Тогда (a− b)(c − a) < 0, откуда b > c, поскольку минимум
A, очевидно, отрицателен. Пусть 2x = a− c. Числа a− b и b− c
положительны, а их сумма равна 2x. Поэтому они имеют вид
x− d и x+ d, где −x < d < x. Тогда

−A =
2x(x− d)(x+ d)

(2x)3 + (x− d)3 + (x+ d)3
=

x
(
x2 − d2

)

5x3 + 3xd2
6

x3

5x3
=

1

5
.

Таким образом, A > −1
5 . Равенство реализуется в случае d = 0

(например, при a = 2, b = 1, c = 0).
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5.3. Ответ: 180◦.

A

B

C

D

X

Y

Z

M

K

N

L

P

Решение 1. Пусть L — точка пересечения XY с AM . Заме-
тим, что XL

LY = BM
MC = 1, то есть L — середина XY . Тогда LK —

средняя линия треугольника XY Z, откуда LK ‖ XZ ‖ AD.
Продолжим луч LK и обозначим точку его пересечения с BC
через P . Треугольники LKY и PKZ равны по стороне и двум
углам, поэтому LK = KP . Поскольку LP ‖ AD, треугольники
MLP и MAD подобны, а прямая MK будет их общей медиа-
ной. Но MN — тоже медиана MAD. Значит, точки M , K, N
лежат на одной прямой и ∠MKN = 180◦.

Решение 2. Положим ~b =
−−→
AB, ~c =

−→
AC, λ = BX

AB . Тогда

2
−−→
AK =

−→
AZ +

−→
AY = ~b+ λ

(−−→
AD −~b

)
+ (1− λ)~c =

= (1− λ)(~b+ ~c ) + λ
−−→
AD = 2

(
(1− λ)

−−→
AM + λ

−−→
AN

)
.

После сокращения на 2 мы получим

−−→
MK =

−−→
AK −−−→

AM = λ
(−−→
AN −−−→

AM
)
= λ

−−→
MN.

Значит, точки M , K, N лежат на одной прямой и ∠MKN =
180◦.

5.4. Ответ: Да, например,

x = 4545 . . . 45, y = 4455 . . . 445545, x · y = 2025 . . . 2025.
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Решение. Пусть запись x — это пара ab, повторенная 2n+1
раз. Покажем, что требуемые числа существуют для любого
неотрицательного целого n. Положим

Pn = 10001 . . . 0001, Mn = 101 . . . 01, Nn = 9900 . . . 99009901,

где запись Pn и Mn содержит по 2n+1 единиц, а запись Nn —
2n девяток.

Докажем вначале, что Pn = Mn ·Nn для любого неотрица-
тельного целого n. Заметим, что

Mn = 1 + 102 + . . .+
(
102
)2n

=
104n+2 − 1

99
,

Pn = 1 + 104 + . . .+
(
104
)2n

=
108n+4 − 1

9999
= Mn · 10

4n+2 + 1

101
.

Осталось проверить равенство 104n+2 +1 = 101 ·Nn. Для n = 0
оно очевидно. Если при некотором n это соотношение верно,
то

104n+6 + 1 = (104n+2 + 1) + 104n+2 · 9999 =

= 101 ·Nn + 101 · 99 · 104n+2 = 101 ·Nn+1.

Перейдем теперь к выбору пары ab и перестановки цифр x.
Можно искать y в виде cd ·Nn, поскольку в этом случае

x · y = ab ·Mn · cd ·Nn = ab · cd · Pn,

и десятичная запись x · y получится многократным повторени-
ем цифр произведения ab ·cd. Будем считать, что c 6= d и d 6= 0.
Запись y как перестановка записи x состоит из цифр a и b (в
одинаковом количестве). С другой стороны, младшие цифры
числа cd · Nn равны c и d. Поэтому {a, b} = {c, d}, а произве-
дение 99 · cd должно содержать по две цифры c и d. Заметим,
что

99·cd = 1000c+100d−10c−d = 1000c+100(d−1)+10(9−c)+10−d.

Третья цифра 99 · cd не может равняться d. Значит, она равна
c, то есть c = d−1. Младшая цифра 99·cd равна c или d, откуда
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10−d = d−1 или 10−d = d. Первый случай невозможен, а вто-
рой дает d = 5, c = 4 и 99 · cd = 4455. Тогда y = 4455 . . . 445545,
а в качестве x можно взять 45 . . . 45 или 54 . . . 54.

5.5. Ответ: 650.

Решение 1. Назовем циклом такую тройку участников,
что во встречах между собой каждый из них одержал по одной
победе. Обозначим через x общее количество циклов, а через
y — количество всех троек, не образующих цикла. Тогда x+y —
общее число различных троек участников, откуда

x+ y = C3
25 = 2300.

Рассмотрим теперь упорядоченные тройки участников
(A,B,C), в которых A победил B, а B выиграл у C. Если тен-
нисисты A,B,C не образуют цикла, их можно упорядочить од-
нозначно, а если образуют — тремя способами (подходят так-
же циклические перестановки тройки). Значит, общее число
упорядоченных троек равно 3x + y. С другой стороны, для
каждого теннисиста B его партнеров по тройке A и C мож-
но выбрать независимо двенадцатью способами, поскольку B
потерпел 12 поражений и одержал 12 побед. Поэтому всего есть
12 · 12 · 25 = 3600 упорядоченных троек, откуда 3x+ y = 3600.
Таким образом,

x = 1
2

(
3x+ y − (x+ y)

)
= 1

2 (3600 − 2300) = 650.

Решение 2. Пусть в турнире участвовало 2k + 1 тенниси-
стов, и каждый одержал по k побед. Назовем циклом такую
тройку участников, что во встречах между собой каждый из
них одержал по одной победе. Обозначим через Sk общее ко-
личество циклов в турнире с 2k + 1 участниками. Ясно, что
S1 = 1. Добавим в турнир с 2k − 1 участниками двух новых
теннисистов A и B и посмотрим, на сколько увеличится число
циклов. Пусть A выиграл у B. Тогда остальные 2k−1 участни-
ков разобьются на группы из k− 1 и k человек: первая группа
проиграла A и выиграла у B, вторая — наоборот. Новые циклы
могут быть двух типов.
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1) (A,C,D) или (B,C,D), где C,D отличны от A и B. Если
C и D входят в одну группу, то таких циклов быть не может,
поскольку и A, и B либо выиграли у C и D, либо проиграли
им. Пусть C взят из первой группы, а D — из второй. Если C
выиграл у D, то (A,C,D) образует цикл, а (B,C,D) — нет. Если
же D выиграл у C, то (B,C,D) образует цикл, а (A,C,D) —
нет. Таким образом, пара (C,D) дает ровно один новый цикл,
а общее число циклов первого типа равно (k − 1)k.

2) (A,B,C), где C отличен от A и B. Такая тройка будет
циклом тогда и только тогда, когда C берется из второй груп-
пы. Значит, мы получаем еще k новых циклов.

Из 1) и 2) вытекает, что Sk−Sk−1 = (k−1)k+k = k2, откуда
для любого натурального n

Sn = S1 + (S2 − S1) + . . .+ (Sk − Sk−1) =

= 12 + 22 + . . . + n2 = 1
6 n(n+ 1)(2n + 1).

Осталось подставить n = 12.

5.6. Ответ: 2 arctg
(
7
√
3± 12

)
.

O

A

A'

H

C
B Π

α
ϕ

β+γ

Решение. Пусть α = π
6 , 2β и 2γ — углы при вершине со-

ответственно третьего и четвертого конусов. Отложим на осях
симметрии первых двух конусов равные отрезки OA и OA′.
Обозначим середину отрезка AA′ через H. Медиана OH рав-
нобедренного треугольника AOA′ будет также его высотой и
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биссектрисой. Поэтому OH ⊥ AA′, и луч OH является общей
образующей первых двух конусов.

Отметим на осях симметрии третьего и четвертого конусов
точки B и C соответственно. Покажем, что лучи OB и OC
лежат в плоскости Π, состоящей из точек, равноудаленных от
A и A′. Ясно, что O ∈ Π. Поскольку

∠AOB = ∠A′OB = α+ β,

треугольники AOB и A′OB равны, откуда AB = A′B и B ∈ Π.
Аналогично проверяется, что луч OC лежит в Π.

Положим ϕ = ∠COH. Заметим, что AOH ⊥ COH и
∠AOC = α + γ, так как первый и четвертый конусы касают-
ся друг друга. Используя для пирамиды OACH формулу трех
косинусов, мы получим

cos∠AOC = cos∠AOH · cos∠COH ⇐⇒ cos(α+ γ) =

= cosα · cosϕ ⇐⇒ cos
(
γ + π

6

)
=

√
3
2 · cosϕ. (∗)

По условию оси симметрии первого и третьего конусов перпен-
дикулярны, то есть α+β = π

2 . Кроме того, ∠BOH = ϕ+β+ γ,
поскольку третий и четвертый конус касаются друг друга. То-
гда по формуле трех косинусов для пирамиды OABH

cosα · cos(ϕ+ β + γ) = cos(α+ β) = 0 ⇐⇒ cos(ϕ+ β + γ) =

= 0 ⇐⇒ cos
(
ϕ+ γ + π

3

)
= 0.

Возможны два случая.

1) ϕ+ γ + π
3 = π

2 , откуда ϕ = π
6 − γ.

2) ϕ+ γ + π
3 = 3π

2 , то есть ϕ = π + π
6 − γ.

Таким образом, cosϕ = ± cos
(
π
6 − γ

)
. Поэтому из (∗) мы полу-

чаем
√
3

2
· cos γ − 1

2
· sin γ = ±

(
3

4
· cos γ +

√
3

4
· sin γ

)

⇐⇒

⇐⇒ tg γ =
2
√
3∓ 3

2±
√
3

= 7
√
3± 12.

105



Вариант 6

6.1. Ответ: 94.

Решение. Пусть D+ — диагональ, соединяющая левый
нижний угол с правым верхним, а D− — диагональ, соединяю-
щая правый нижний угол с левым верхним. Упорядочим диа-
гонали, параллельные D+, сверху вниз. Пять первых и пять
последних диагоналей содержат в общей сложности 30 клеток,
из которых 6 лежат на D−. Значит, на этих десяти диагоналях
может располагаться не более 29 фишек. Остальные 13 диаго-
налей содержат не более чем по 5 фишек. Поэтому общее число
фишек не превосходит 29 + 5 · 13 = 94. Расстановка 94 фишек
показана на рисунке.

• • • • • • • •• • • • • • • •• • • • • • • •

• • • • • • • •• • • • • • • •• • • • • • • •

••••••••••••

••••••••••••

••••••••••••

••••••••••

6.2. Ответ: 1
54 .

Решение. Так как A не меняется при любой перестановке
переменных a, b, c, мы можем считать, что a > b > c. Пусть
x = a− b, y = b− c. Числитель A равен x2y2 (x+ y)2. Положим

t =
xy

(x+ y)2
.

По неравенству Коши для средних t 6 1
4 , откуда

A =
x2y2 (x+ y)2

(
x2 + y2 + (x+ y)2

)3 =
x2y2 (x+ y)2

(
2(x+ y)2 − 2xy

)3 =

=
1

8
· t2

(1− t)3
6

1

8
·

1
16

(
1− 1

4

)3 =
1

54
.
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Равенство реализуется в случае x = y (например, при a = 2,
b = 1, c = 0).

6.3. Ответ: 180◦.

A

B

C

D

X

Y

Z

M

K

N

L

P

Решение 1. Пусть L — точка пересечения XY с AM . Заме-
тим, что XL

LY = BM
MC = 1, то есть L — середина XY . Тогда LK —

средняя линия треугольника XY Z, откуда LK ‖ XZ ‖ AD.
Продолжим луч LK и обозначим точку его пересечения с BC
через P . Треугольники LKY и PKZ равны по стороне и двум
углам, поэтому LK = KP . Поскольку LP ‖ AD, треугольники
MLP и MAD подобны, а прямая MK будет их общей медиа-
ной. Но MN — тоже медиана MAD. Значит, точки K, M , N
лежат на одной прямой и ∠KMN = 180◦.

Решение 2. Положим ~b =
−−→
AB, ~c =

−→
AC, λ = BX

AB . Тогда

2
−−→
AK =

−→
AZ +

−→
AY = ~b+ λ

(
~b−−−→

AD
)
+ (1 + λ)~c =

= (1 + λ)(~b+ ~c )− λ
−−→
AD = 2

(
(1 + λ)

−−→
AM − λ

−−→
AN

)
.

После сокращения на 2 мы получим

−−→
MK =

−−→
AK −−−→

AM = λ
(−−→
AM −−−→

AN
)
= λ

−−→
NM.

Значит, точки K, M , N лежат на одной прямой и ∠KMN =
180◦.
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6.4. Ответ: Да, например

x = 3434 . . . 348, y = 3344 . . . 3344348, x · y = 1420 . . . 14208.

Решение. Пусть запись x — это пара ab, повторенная 2n+1
раз. Покажем, что требуемые числа существуют для любого
неотрицательного целого n. Положим

Pn=10001 . . . 00018, Mn=101 . . . 018, Nn=7700 . . . 770077018 ,

где запись Pn и Mn содержит по 2n+1 единиц, а запись Nn —
2n семерок.

Докажем вначале, что Pn = Mn ·Nn для любого неотрица-
тельного целого n. Заметим, что

Mn = 1 + 82 + . . . +
(
82
)2n

=
84n+2 − 1

63
,

Pn = 1 + 84 + . . . +
(
84
)2n

=
88n+4 − 1

4095
= Mn · 8

4n+2 + 1

65
.

Осталось проверить равенство 84n+2 + 1 = 65 · Nn. Для n = 0
оно очевидно. Если при некотором n это соотношение верно,
то

84n+6+1=(84n+2+1)+84n+2 ·4095=65·Nn+65·63·84n+2=65·Nn+1.

Перейдем теперь к выбору пары ab и перестановки цифр x.
Можно искать y в виде cd ·Nn, поскольку в этом случае

x · y = ab ·Mn · cd ·Nn = ab · cd · Pn,

и восьмеричная запись x · y получится многократным повто-
рением цифр произведения ab · cd. Будем считать, что c 6= d
и d 6= 0. Запись y как перестановка записи x состоит из цифр
a и b (в одинаковом количестве). С другой стороны, младшие
цифры числа cd · Nn равны c и d. Поэтому {a, b} = {c, d}, а
произведение 778 · cd должно содержать по две цифры c и d.
Заметим, что

778 · cd = 83c+ 82d− 8c− d = 83c+ 82(d− 1) + 8(7− c) + 8− d.

108



Третья цифра 778 · cd не может равняться d. Значит, она равна
c, то есть c = d−1. Младшая цифра 778 ·cd равна c или d, откуда
8−d = d−1 или 8−d = d. Первый случай невозможен, а второй
дает d = 4, c = 3 и 778 · cd = 33448. Тогда y = 3344 . . . 3344348,
а в качестве x можно взять 34 . . . 348 или 43 . . . 438.

6.5. Ответ: 330.

Решение. Назовем циклом такую тройку участников, что
во встречах между собой каждый из них одержал по одной
победе. Обозначим через x общее количество циклов, а через
y — количество всех троек, не образующих цикла. Тогда x+y —
общее число различных троек участников, откуда

x+ y = C3
20 = 1140.

Рассмотрим теперь упорядоченные тройки участников
(A,B,C), в которых A победил B, а B выиграл у C. Если тен-
нисисты A,B,C не образуют цикла, их можно упорядочить од-
нозначно, а если образуют — тремя способами (подходят так-
же циклические перестановки тройки). Значит, общее число
упорядоченных троек равно 3x + y. С другой стороны, если в
тройке (A,B,C) участник B одержал 10 побед, то теннисиста A
можно выбрать девятью способами, а теннисиста C — десятью
способами. Если же B одержал 9 побед, то A можно выбрать
десятью способами, а C — девятью способами. Поэтому всего
будет 9 · 10 · 10+ 10 · 9 · 10 = 1800 упорядоченных троек, откуда
3x+ y = 1800. Таким образом,

x = 1
2

(
3x+ y − (x+ y)

)
= 1

2 (1800 − 1140) = 330.

6.6. Ответ: 2 arcctg
(
3
√
3
)

или 2π
3 .

Решение. Пусть α = π
3 , 2β и 2γ — углы при вершине со-

ответственно третьего и четвертого конусов. Отложим на осях
симметрии первых двух конусов равные отрезки OA и OA′.
Обозначим середину отрезка AA′ через H. Медиана OH рав-
нобедренного треугольника AOA′ будет также его высотой и
биссектрисой. Поэтому OH ⊥ AA′, и луч OH является общей
образующей первых двух конусов.
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Отметим на осях симметрии третьего и четвертого конусов
точки B и C соответственно. Покажем, что лучи OB и OC
лежат в плоскости Π, состоящей из точек, равноудаленных от
A и A′. Ясно, что O ∈ Π. Поскольку

∠AOB = ∠A′OB = α+ β,

треугольники AOB и A′OB равны, откуда AB = A′B и B ∈ Π.
Аналогично проверяется, что луч OC лежит в Π.

Положим ϕ = ∠COH. Заметим, что AOH ⊥ COH и
∠AOC = α + γ, так как первый и четвертый конусы касают-
ся друг друга. Используя для пирамиды OACH формулу трех
косинусов, мы получим

cos∠AOC = cos∠AOH · cos∠COH ⇐⇒ cos(α+ γ) =

= cosα · cosϕ ⇐⇒ cos
(
γ + π

3

)
= 1

2 · cosϕ. (∗)
По условию оси симметрии первого и третьего конусов перпен-
дикулярны, то есть α+β = π

2 . Кроме того, ∠BOH = ϕ+β+ γ,
поскольку третий и четвертый конус касаются друг друга. То-
гда по формуле трех косинусов для пирамиды OABH

cosα · cos(ϕ+ β + γ) = cos(α+ β) = 0 ⇐⇒ cos(ϕ+ β + γ) =

= 0 ⇐⇒ cos
(
ϕ+ γ + π

6

)
= 0.

Возможны два случая.

1) ϕ + γ + π
6 = π

2 , то есть ϕ = π
3 − γ. Из формулы (∗) мы

получаем

1
2 · cos γ −

√
3
2 · sin γ = 1

4 · cos γ +
√
3
4 · sin γ ⇐⇒ ctg γ = 3

√
3.
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2) ϕ+ γ + π
6 = 3π

2 , то есть ϕ = π + π
3 − γ. Тогда

1
2 ·cos γ−

√
3
2 ·sin γ = −1

4 ·cos γ−
√
3
4 ·sin γ ⇐⇒ tg γ =

√
3 ⇐⇒ γ = π

3 .

Вариант 7

7.1. Ответ: 9.

Решение. В строке, где стоит черный ферзь, может быть
не более двух белых ферзей, не бьющих друг друга. В осталь-
ных строках не может быть более одного белого ферзя. Таким
образом, общее число белых ферзей не превосходит 9. Пример
для n = 9 показан на рисунке.

Z Z Z L

Z L Z Z

QZ Z Z Z

Z ZQZ Z

LqZ ZQZ

Z Z L Z

ZQZ Z Z

Z Z ZQZ

7.2. Ответ: 1
4 .

Решение 1. Заметим, что sin z = sin(x + y). Числитель
выражения A равен

8 sin
x

2
cos

x

2
sin

y

2
cos

y

2
sin

x+ y

2
cos

x+ y

2
,

а его знаменатель —

2 sin
x+y

2
cos

x−y

2
+2 sin

x+y

2
cos

x+y

2
=4 sin

x+y

2
cos

x

2
cos

y

2
.

Поэтому

A=2 sin
x

2
sin

y

2
cos

x+y

2
=

(

cos
x−y

2
−cos

x+y

2

)

cos
x+y

2
6

6

(

1− cos
x+ y

2

)

cos
x+ y

2
6

1

4
,

так как максимум трехчлена (1 − t) t равен 1
4 . Равенство реа-

лизуется при x = y = z = π
3 .
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Решение 2. Рассмотрим треугольник с углами x, y, z, впи-
санный в окружность радиуса 1

2 . Стороны такого треугольни-
ка по теореме синусов равны sinx, sin y и sin z, а его удвоенная
площадь равна sinx · sin y · sin z. Тогда A — радиус вписанной
окружности треугольника. Поэтому A не превосходит полови-
ны радиуса его описанной окружности, то есть 1

4 . Равенство
реализуется на правильном треугольнике.

7.3. Ответ: 180◦.

B

A

CHD

E

KL

M N

O

P

Q

Решение. Пусть AH — высота треугольника ABC, P и
Q — середины отрезков KL и MN соответственно. Так как
треугольники AMN и ABC подобны, луч AD будет медианой
и для AMN , то есть он проходит через точку Q. Поскольку
PQ ‖ AH, треугольники QDP и ADH подобны, а луч DO
является их общей медианой. Но DE — тоже медиана ADH.
Поэтому точка E лежит на луче DO, и ∠DOE = 180◦.

7.4. Ответ: n ∈ {1, 2, . . . , 7}.

Решение. Договоримся все числа писать в восьмеричной
системе. Пусть λ и µ — четырехзначные числа, образован-
ные младшими цифрами x и y (то есть λ = x mod 84 и µ =
y mod 84). Число λ · µ — семи- или восьмизначное, а четверка
его младших цифр такая же, как у x · y. Поэтому мы можем
записать

λ · µ = abcdzzzz = zzzz + 84 · abcd.
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Заметим, что на 101 делится любое четырехзначное число, у
которого пара старших цифр совпадает с парой младших. В
частности, λ и zzzz кратны 101. Тогда

0 = (λ · µ) mod 101 = 84 · abcd mod 101 = abcd mod 101 =

=
(
cd− ab

)
mod 101,

откуда a = c и b = d.

Положим u = zzzz, v = abab. Числа x, y получаются умно-
жением соответственно λ, µ на число p = 1+84+88+. . .+84(n−1).
Тогда

x · y = λ · µ · p2 =
(
u+ 84v

)(
1 + 2 · 84 + . . .

. . .+ (n− 1) · 84(n−2) + n · 84(n−1) + (n− 1) · 84n + . . .
)
=

= u+ (v + 2u) · 84 + (2v + 3u) · 88 + . . .

. . .+
(
(n− 1)v + nu

)
· 84(n−1) +

(
nv + (n− 1)u

)
· 84n + . . .

(бо́льшие степени 84 нас не интересуют). Отметим три факта.

1) Для любого k ∈ {1, . . . , n} число (k − 1)v + ku четырех-

значное. Действительно, при k = 1 это очевидно. Пусть k < n
и для 1, . . . , k утверждение доказано. Число kv + (k + 1)u не
более чем пятизначное, поскольку это сумма четырехзначных
чисел (k − 1)v + ku, u и v. Если s — цифра в пятом разря-
де kv + (k + 1)u, то число kv + (k + 1)u − 84s есть (k + 1)-я
четверка цифр x · y, которая по условию постоянна и, следо-
вательно, кратна 101. Но числа u и v также делятся на 101,
откуда 0 = 84s mod 101 = s mod 101. Значит, s = 0 и число
kv + (k + 1)u четырехзначное.

2) Число nv + (n− 1)u четырехзначное. Действительно,

nv + (n− 1)u = (n − 1)v + nu+ v − u.

Если v 6 u, то утверждение сразу следует из 1), а в случае
v > u оно проверяется так же, как в 1).
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3) v = aaaa. Действительно, вторая четверка цифр x · y
кратна 11, а в силу 1) она равна v+2u. Но u также делится на
11, откуда

0 = v mod 11 = abab mod 11 = 2(b− a) mod 11,

то есть b = a.

Заметим, что a > 0, иначе число λ · µ будет не более чем
четырехзначным. Из 2) и 3) вытекает, что число n · aaaa —
четырехзначное. Значит, 7 > na > n. Поэтому n > 7 не удовле-
творяет условию задачи.

Пусть теперь n 6 7. Положим x = 22 . . . 22 и y =
4000 . . . 4000. Тогда λ · µ = 2222 · 4000 = 11110000, откуда

x · y = λ · µ · p2 = 1111 2222 . . . nnnn . . . 2222 1111 0000.

Таким образом, n 6 7 удовлетворяет условию задачи.

7.5. Ответ: 1 + 2n−2 + 2n−4 + 2 · 3n−4.

Решение. Пусть для простоты рейтинги теннисистов рав-
ны 1, 2, . . . , n. Одна расстановка очевидна — по убыванию рей-
тинга. В других расстановках убывание нарушается. Это мо-
жет происходить только из-за присутствия пар соседей (1, n) и
(2, n − 1) (какой-то одной или обеих). Рассмотрим три случая.

1) Встречается только пара (1, n). До и после этой пары
может быть любое количество теннисистов, но их порядок фик-
сирован. Припишем спортсмену индекс 0, если он стоит слева
от пары, и 1, если справа. Для каждого из оставшихся n − 2
теннисистов допустимы оба индекса, поэтому всего будет 2n−2

расстановок.

2) Встречается только пара (2, n − 1). Поскольку пары
(n−1, n) и (1, 2) недопустимы, теннисист с рейтингом n должен
стоять первым в ряду, а теннисист с рейтингом 1 — последним.
Остальные n−4 спортсмена могут стоять как до пары (2, n−1),
так и после нее, но в фиксированном порядке. Таких расстано-
вок всего 2n−4.

3) Встречаются пары (1, n) и (2, n−1). Любой из остальных
n−4 теннисистов может располагаться до первой пары, между
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парами и после второй пары. Таких расстановок всего 3n−4.
Поскольку пары (1, n) и (2, n−1) могут идти в любом порядке,
мы получаем 2 · 3n−4 вариантов.

Таким образом, всего возможно 1 + 2n−2 + 2n−4 + 2 · 3n−4

расстановок.

7.6. Ответ: 3+
√
5

2 .

O

A B

O1

O2
D

α
β

Решение. Пусть 2α, 2β, 2γ — углы при вершине кону-
сов. Отложим единичные отрезки OA, OB, OC на лежащих
в плоскости стола образующих конусов. Пусть O1 и O2 — точ-
ки на осях симметрии первых двух конусов, проекциями кото-
рых на стол являются точки A и B, OD — единичный отре-
зок на общей образующей этих конусов. Треугольники OO1A
и OO1D равны по двум сторонам и углу, откуда DO1 ⊥ DO и
DO1 = AO1 = tgα. Аналогичным образом

DO2 = BO2 = tg β.

Поэтому

AB2 = O1O
2
2 − |AO1 −BO2|2 =

= (tgα+ tg β)2 − (tg α− tg β)2 = 4 tg α tg β.

Применяя те же рассуждения к двум другим парам конусов,
мы получим

AC2 = 4 tg α tg γ, BC2 = 4 tg β tg γ.
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По условию α + β = 90◦. Значит, tgα tg β = 1 и AO + OB =
2 = AB, то есть ∠AOB = 180◦. Поскольку OA = OB = OC,
треугольник ABC прямоугольный. По теореме Пифагора

4 = AB2 = AC2 +BC2 = 4 tg γ (tgα+ tg β) =

= 4 tg γ (tg α+ ctg α) ⇐⇒ tg γ = sinα cosα = 1
2 sin 2α.

Значит, tg γ 6 1
2 , а равенство реализуется при α = β = 45◦.

Отсюда вытекает, что максимальное значение sin γ равно 1√
5
.

Пусть r и R — радиусы меньшего и большего шаров. По-
скольку шары вписаны в третий конус, мы получим

R− r = (R+ r) sin γ 6
R+ r√

5
⇐⇒ R

r
6

√
5 + 1√
5− 1

=
3 +

√
5

2
.

Равенство реализуется при γ = arcctg 2.

Вариант 8

8.1. Ответ: 10.

Решение. На горизонтали, где стоит k черных ферзей, мо-
жет быть не более k + 1 белых. Поэтому общее число белых
ферзей на доске не превосходит 8+ 2 = 10. Пример для n = 10
показан на рисунке.

Z Z Z L

Z Z L Z

ZQZ Z Z

L Z lQZ

Z L Z Z

ZQl Z L

Z ZQZ Z

Z L Z Z

8.2. Ответ: 1
4 .

Решение. Положим x = π
2 − a, y = π

2 − b. Тогда

a, b ∈
[
−π

2
,
π

2

]
и sin z = sin(a+ b).

Числитель A равен

8 sin
a

2
cos

a

2
sin

a

2
cos

a

2
sin

a+ b

2
cos

a+ b

2
,
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а знаменатель A равен

2 sin
a+b

2
cos

a−b

2
+2 sin

a+b

2
cos

a+b

2
=4 sin

a+b

2
cos

a

2
cos

b

2
.

Поэтому

A = 2 sin
a

2
sin

b

2
cos

a+ b

2
=

(

cos
a− b

2
− cos

a+ b

2

)

cos
a+ b

2
6

6

(

1− cos
a+ b

2

)

cos
a+ b

2
6

1

4
,

так как максимум трехчлена (1 − t) t равен 1
4 . Равенство реа-

лизуется при x = y = π
6 , z = 2π

3 .

8.3. Ответ: 180◦.

B

A

CHD

E

K L

MN

O

P

Q

Решение. Пусть AH — высота треугольника ABC, P и
Q — середины отрезков KL и MN соответственно. Так как
треугольники AMN и ABC подобны, прямая AD является их
общей медианой и, значит, она проходит через точку Q. По-
скольку PQ ‖ AH, треугольники ADH и QDP подобны, а луч
DE — их общая медиана. Но DO — тоже медиана QDP . По-
этому точка O лежит на луче DE и ∠DEO = 180◦.

8.4. Ответ: n ∈ {1, 2, . . . , 9}.
Решение. Договоримся все числа писать в десятичной си-

стеме. Пусть λ и µ — четырехзначные числа, образованные
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младшими цифрами x и y (то есть λ = x mod 104 и µ =
y mod 104). Число λ · µ — семи- или восьмизначное, а четверка
его младших цифр такая же, как у x · y. Поэтому мы можем
записать

λ · µ = abcdzzzz = zzzz + 104 · abcd.
Заметим, что на 101 делится любое четырехзначное число, у
которого пара старших цифр совпадает с парой младших. В
частности, λ и zzzz кратны 101. Тогда

0 = (λ · µ) mod 101 = 104 · abcd mod 101 = abcd mod 101 =

=
(
cd− ab

)
mod 101,

откуда a = c и b = d.

Положим u = zzzz, v = abab. Числа x, y получаются умно-
жением соответственно λ, µ на число p = 1 + 104 + 108 + . . . +
104(n−1). Тогда

x · y = λ · µ · p2 =
(
u+ 104v

)(
1 + 2 · 104 + . . .

. . .+ (n− 1) · 104(n−2) + n · 104(n−1) + (n− 1) · 104n + . . .
)
=

= u+ (v + 2u) · 104 + (2v + 3u) · 108 + . . .

. . .+
(
(n − 1)v + nu

)
· 104(n−1) +

(
nv + (n− 1)u

)
· 104n + . . .

(бо́льшие степени 104 нас не интересуют). Отметим три факта.

1) Для любого k ∈ {1, . . . , n} число (k − 1)v + ku четырех-

значное. Действительно, при k = 1 это очевидно. Пусть k < n
и для 1, . . . , k утверждение доказано. Число kv + (k + 1)u не
более чем пятизначное, поскольку это сумма четырехзначных
чисел (k − 1)v + ku, u и v. Если s — цифра в пятом разряде
kv+(k+1)u, то число kv+(k+1)u−104s есть (k+1)-я четвер-
ка цифр x · y, которая по условию постоянна и, следовательно,
кратна 101. Но числа u и v также делятся на 101, откуда

0 = 104s mod 101 = s mod 101.

Значит, s = 0 и число kv + (k + 1)u четырехзначное.
2) Число nv + (n− 1)u четырехзначное. Действительно,

nv + (n− 1)u = (n − 1)v + nu+ v − u.
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Если v 6 u, то утверждение сразу следует из 1), а в случае
v > u оно проверяется так же, как в 1).

3) v = aaaa. Действительно, вторая четверка цифр x · y
кратна 11, а в силу 1) она равна v+2u. Но u также делится на
11, откуда

0 = v mod 11 = abab mod 11 = 2(b− a) mod 11,

то есть b = a.

Заметим, что a > 0, иначе число λ · µ будет не более чем
четырехзначным. Из 2) и 3) вытекает, что число n · aaaa —
четырехзначное. Значит, 9 > na > n. Поэтому n > 9 не удовле-
творяет условию задачи.

Пусть теперь n 6 9. Положим x = 16 . . . 16 и y =
6875 . . . 6875. Тогда

λ · µ = 1616 · 6875 = 11110000,

откуда

x · y = λ · µ · p2 = 1111 2222 . . . nnnn . . . 2222 1111 0000.

Таким образом, n 6 9 удовлетворяет условию задачи.

8.5. Ответ: при нечетных n.

Решение. Покажем, что для нечетного n искомая рассад-
ка существует. Пусть n = 2k + 1. Потребуем, чтобы каждый
теннисист выиграл у всех соперников, сидящих от него через
2, 4, . . . , 2k человек вправо, а остальным проиграл. Это распо-
ложение удовлетворяет условию задачи.

Пусть теперь n = 2k. Докажем, что либо любой теннисист
выиграл у своего соседа слева, либо любой теннисист выиграл
у своего соседа справа. Для этого достаточно проверить, что
если A,B,C сидят за столом подряд и A выиграл у B, то B
выиграл у C. Если спортсмен A выиграл у B, то по условию он
должен проиграть C. Но теннисист C должен проиграть кому-
то из пары (A,B), и таким соперником может быть только B.

Пусть для определенности каждый теннисист проиграл сво-
ему соседу слева. Возьмем произвольного теннисиста A, сидя-
щего за столом. Справа от него находится k− 1 пар соседей, и
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в каждой из пар по условию есть соперник, которому A про-
играл. Кроме того, A проиграл соседу слева. Таким образом,
каждый теннисист потерпел не менее k поражений, а вместе
они проиграли не менее 2k2 игр. Но это невозможно, посколь-
ку всего было сыграно лишь k(2k − 1) партий.

8.6. Ответ: 9 : 4.

O

A B

O1

O2
D

α
β

Решение. Пусть 2α, 2β, 2γ — углы при вершине кону-
сов. Отложим единичные отрезки OA, OB, OC на лежащих
в плоскости стола образующих конусов. Пусть O1 и O2 — точ-
ки на осях симметрии первых двух конусов, проекциями кото-
рых на стол являются точки A и B, OD — единичный отре-
зок на общей образующей этих конусов. Треугольники OO1A
и OO1D равны по двум сторонам и углу, откуда DO1 ⊥ DO и
DO1 = AO1 = tgα. Аналогичным образом

DO2 = BO2 = tg β.

Поэтому

AB2 = O1O
2
2 − |AO1 −BO2|2 =

= (tgα+ tg β)2 − (tg α− tg β)2 = 4 tg α tg β.

Применяя те же рассуждения к двум другим парам конусов,
мы получим

AC2 = 4 tg α tg γ, BC2 = 4 tg β tg γ.
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По условию α + β = 90◦. Значит, tgα tg β = 1 и AO + OB =
2 = AB, то есть ∠AOB = 180◦. Поскольку OA = OB = OC,
треугольник ABC прямоугольный. По теореме Пифагора

4 = AB2 = AC2 +BC2 = 4 tg γ (tg α+ ctg α) ⇐⇒
⇐⇒ tg γ = sinα cosα = 1

2 sin 2α = 5
12 ⇐⇒ sin γ = 5

13 .

Пусть r и R — радиусы меньшего и большего шаров. Поскольку
шары вписаны в третий конус, мы получим

R− r = (R+ r) sin γ ⇐⇒ 5(R + r) = 13(R − r) ⇐⇒ R
r = 9

4 .

Вариант 9

9.1. Ответ: 28.

Решение. Пусть n — число некраевых ладей. Каждая та-
кая ладья бьет хотя бы одну свободную краевую клетку (иначе
она била бы четыре ладьи, закрывающие эти клетки). Значит,
на периметре доски имеется по крайней мере n пустых клеток,
а на некоторых из остальных 28 − n клеток периметра могут
стоять ладьи. Таким образом, всего на доске может быть не
более n + 28 − n = 28 ладей. Пример для 28 ладей можно по-
лучить, расставив ладьи по периметру доски.

9.2. Ответ:
√
2.

Решение. В силу неравенства Коши для средних

A 6 1
2

(
sinx+ sin(z − y) + sin y + sin(z − x)

)
=

= 1
2

(
sinx+ sin(x+ 2y) + sin y + sin(2x+ y)

)
=

= sin(x+ y) cos y + sin(x+ y) cos x = sin(x+ y)(cos x+ cos y).

Положим B = sin(x + y)(cos x + cos y). Заметим, что x + y =
π − z > π

2 . Если x + y > π
2 , то заменим y на π

2 − x. При этом
увеличатся sin(x+ y) и cos y, а значит, и B. Поэтому максимум
B достигается при x+ y = π

2 . В этом случае

B = cosx+ sinx =
√
2 sin

(
x+ π

4

)
6

√
2.
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Таким образом, A 6 B 6
√
2. Равенство реализуется при x =

y = π
4 , z = π

2 .

9.3. Ответ: интервал с концами в серединах диагоналей
ABCD.

OA

B

C

D

K L

MN

E

F

G

T P

Q

Решение. Пусть O и T— точки пересечения AC соот-
ветственно с BD и KN , E — точка пересечения диагоналей
KLMN . Проведем через E прямые, параллельные диагоналям
ABCD, и обозначим точки их пересечения с AC и BD через F
и G соответственно (см. рисунок). Положим λ = AK

AB , x = AO,
y = OC. Тогда

AF = AT + TF = AT + 1
2 KL = λ · AO + 1

2 (1− λ) ·AC =

= λx+ 1
2 (1− λ)(x+ y).

Пусть P и Q — середины отрезков AC и BD соответственно.
Заметим, что

AO −AF = x− λx− 1
2(1− λ)(x+ y) = (1− λ)

(
x− 1

2(x+ y)
)
=

= (1− λ)(AO −AP ).

Поэтому точки P и F лежат по одну сторону от O и FO =
(1− λ) · PO, откуда PF = λ · PO.

Аналогичные рассуждения для диагонали BD показывают,
что Q и G лежат по одну сторону от O и GO = λ · QO. Тогда
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EF = λ · QO, и треугольник PEF подобен PQO с коэффи-
циентом λ. Из условия вытекает, что P 6= Q. Поэтому точка
E лежит на отрезке PQ и делит его в отношении λ : (1 − λ).
Поскольку λ — произвольное число из (0, 1), такие точки E
заполняют собой весь интервал (P,Q).

9.4. Ответ: x · y = 11616 . . . 16
︸ ︷︷ ︸

2018

1 1616 . . . 16
︸ ︷︷ ︸

2018

при x = 25 . . . 25
︸ ︷︷ ︸

2018

3.

Решение 1. Решим задачу для (2n+1)-значного x. Догово-
римся восьмеричные числа писать в скобках, чтобы отличать
их от десятичных. Положим

x = ( ab . . . ab
︸ ︷︷ ︸

2n цифр

3), y = (3 ba . . . ba
︸ ︷︷ ︸

2n цифр

).

Младшая цифра x · y равна 3a mod 8. При a 6= 3 она не может
быть 1, а с 6 совпадает только при a = 2. Так как 3a < 8, сле-
дующая цифра x · y равна b (a+3) mod 8 = 5b mod 8. Это дает
1 при b = 5 и 6 при b = 6. Второй случай не подходит, посколь-
ку в произведении (26 . . . 263) · (362 . . . 62) в четвертом разряде
окажется 4. Таким образом, x = (25 . . . 253) и y = (352 . . . 52).

Мы пока не знаем, удовлетворяют ли найденные x и y усло-
вию задачи. Чтобы убедиться в этом и получить ответ, необхо-
димо вычислить x · y. Заметим, что

y − x = (7 . . . 7) = 82n − 1,

2x+ y = (52 . . . 526) + (352 . . . 52) = (11) · 82n = 9 · 82n,

откуда

3x = 2x+y−(y−x) = 82n+1+1, 3y = 2(y−x)+2x+y = 11·82n−2.

Перемножим эти равенства и поделим результат на 9. Мы по-
лучим

xy =

(
82n+1 + 1

)
(11 · 82n − 2)

9
=
(
82n+1+1

)
·
(

82n+2 · 8
2n − 1

9

)

.

Числитель и знаменатель дроби в правой части равны соответ-
ственно (777 . . . 7) и (11), поэтому частное равно (70707 . . . 07)
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(в нем фигурирует n семерок). Тогда

xy =
(
82n+1 + 1

)
· (1 16 . . . 16
︸ ︷︷ ︸

2n цифр

) = (1 16 . . . 16
︸ ︷︷ ︸

2n цифр

1 16 . . . 16
︸ ︷︷ ︸

2n цифр

).

Решение 2. Решим задачу для (2n + 1)-значного x. Дого-
воримся писать числа в восьмеричной системе. Положим

xn = ab . . . ab
︸ ︷︷ ︸

2n цифр

3, yn = 3 ba . . . ba
︸ ︷︷ ︸

2n цифр

.

Младшая цифра xn · yn равна 3a mod 8. При a 6= 3 она не мо-
жет быть 1, а с 6 совпадает только при a = 2. Так как 3a < 8,
следующая цифра xn · yn равна (a+ 3)b mod 8 = 5b mod 8. Это
дает 1 при b = 5 и 6 при b = 6. Второй случай не подходит,
поскольку в произведении 26 . . . 263 ·362 . . . 62 в четвертом раз-
ряде окажется 4.

Докажем по индукции, что

25 . . . 25
︸ ︷︷ ︸

2n цифр

3 · 3 52 . . . 52
︸ ︷︷ ︸

2n цифр

= 1161 . . . 61
︸ ︷︷ ︸

2n цифр

16 . . . 16
︸ ︷︷ ︸

2n цифр

.

База индукции очевидна: 253·352 = 116116. Предположим, что
для некоторого n утверждение доказано. Заметим, что

xn+1 = 25 . . . 25
︸ ︷︷ ︸

2n цифр

300 − 25 = 82xn − 25,

yn+1 = 352 . . . 52
︸ ︷︷ ︸

2n цифр

00 + 52 = 82yn + 52 = 82yn + 2 · 25.

Воспользуемся формулой

25 (2xn − yn) = 43 0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

2n−2

34, (∗)

которую проверим ниже. Мы получим

xn+1 · yn+1 = 84 · xn · yn + 25 · 82 (2xn − yn)− 25 · 52 =

= 11 61 . . . 61
︸ ︷︷ ︸

2n

16 . . . 16
︸ ︷︷ ︸

2n

0000 + 43 0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

2n−2

3400 − 1562 =

= 11 61 . . . 61
︸ ︷︷ ︸

2n+2

16 . . . 16
︸ ︷︷ ︸

2n−2

0000 + 3400 − 1562 = 11 61 . . . 61
︸ ︷︷ ︸

2n+2

16 . . . 16
︸ ︷︷ ︸

2n+2

,

что и требовалось доказать.
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Осталось проверить равенство (∗). Положим z = 52 . . . 52
︸ ︷︷ ︸

2n цифр

.

Тогда

2xn = 52 . . . 52
︸ ︷︷ ︸

2n цифр

6 = 8z + 6, yn = z + 3 · 82n.

Заметим, что

25z = 157 . . . 7
︸ ︷︷ ︸

2n−2

62 = 16 · 82n − 16 = 16 (82n − 1).

Поэтому

25(2xn − yn) = 25
(
7z + 6− 3 · 82n

)
=

= 7 · 16(82n − 1) + 25 · 6− 3 · 25 · 82n =

= 82n(7 · 16− 3 · 25) + 6 · 25− 7 · 16 =

= 43 · 82n + 34 = 43 0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

2n−2

34.

9.5. Ответ: 3.

Решение. Докажем вначале лемму: в произвольном тур-

нире теннисист X, одержавший наибольшее число побед, кру-

че всех. Действительно, пусть Y — другой участник турнира.
Если теннисист X выиграл у Y , то он круче Y . В противном
случае Y должен был проиграть кому-то из соперников, у ко-
торых X выиграл, иначе Y одержал бы больше побед, чем X.
Мы снова получаем, что X круче Y , и лемма доказана.

Рассмотрим теперь турнир, удовлетворяющий условию за-
дачи. Пусть теннисист A одержал в нем наибольшее число по-
бед. В силу леммы A круче всех. Обозначим число побед A
через k и заметим, что k < 99, поскольку A выиграл не все
матчи. Предположим, что A победил теннисистов B1, . . . , Bk и
проиграл соперникам C1, . . . , C99−k. Если учитывать только ре-
зультаты игр между C1, . . . , C99−k, то в этом мини-турнире по
лемме найдется участник C∗, который круче всех. Кроме то-
го, теннисист C∗ выиграл у A, поэтому он круче как A, так и
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спортсменов B1, . . . , Bk, которые A проиграли. Таким образом,
C∗ круче остальных участников всего турнира.

Заметим, что по условию C∗ должен проиграть кому-то из
соперников. Пусть D1, . . . ,Dm — все участники, выигравшие у
C∗. По лемме в мини-турнире D1, . . . ,Dm найдется теннисист
D∗, который круче всех. Кроме того, D∗ круче любого участ-
ника E не из этого мини-турнира, поскольку D∗ выиграл у
C∗, а C∗ — у E. Значит, D∗ круче остальных участников всего
турнира.

Таким образом, всегда существуют по крайней мере три
теннисиста (A, C∗ и D∗), которые круче всех. Приведем пример
турнира, в котором таких участников ровно 3. Пусть трое тен-
нисистов одержали по одной победе в личных встречах и вы-
играли у всех остальных. Тогда каждый из этой тройки круче
всех, но никто из остальных участников их не круче.

9.6. Ответ: 2 arcctg
(
4 + 2

√
3
)
.

O

A B

O1

O2
D

α
β

O

A B

C

Решение. Пусть 2α, 2β, 2γ — углы при вершине кону-
сов. Отложим единичные отрезки OA, OB, OC на лежащих
в плоскости стола образующих конусов. Пусть O1 и O2 — точ-
ки на осях симметрии первых двух конусов, проекциями кото-
рых на стол являются точки A и B, OD — единичный отре-
зок на общей образующей этих конусов. Треугольники OO1A
и OO1D равны по двум сторонам и углу, откуда DO1 ⊥ DO и
DO1 = AO1 = tgα. Аналогичным образом DO2 = BO2 = tg β.
Поэтому

AB2 = O1O
2
2 − |AO1 −BO2|2 =

= (tgα+ tg β)2 − (tg α− tg β)2 = 4 tg α tg β.

126



Применяя те же рассуждения к двум другим парам конусов,
мы получим

AC2 = 4 tg α tg γ, BC2 = 4 tg β tg γ.

Пусть ϕ = ∠AOB. Поскольку нам нужен меньший из двух
возможных третьих конусов, луч OC лежит внутри угла AOB.
Тогда (см. правый рисунок)

2∠ACB = 2∠ACO + 2∠OCB = π − ∠AOC + π − ∠BOC =

= 2π − ∠AOB = 2π − ϕ =⇒ ∠ACB = π − ϕ
2 .

Заметим, что

sin
ϕ

2
=

AB

2AO
=
√

tg α tg β

и cos∠ACB = − cos
ϕ

2
= −

√

1− tgα tg β.

По теореме косинусов для треугольника ABC

−
√

1− tgα tg β =
AC2 +BC2 −AB2

2AC ·BC
=

=
tgα tg γ + tg β tg γ − tg α tg β

2
√
tgα tg β · tg γ .

Домножая это равенство на 2
√
ctg α ctg β, мы получим

−2
√

ctg α ctg β − 1 = ctgα+ ctg β − ctg γ =⇒
=⇒ctg γ=ctg α+ctg β+2

√

ctg α ctg β−1.

Положим x = ctg α+ctg β. По условию α+β = arctg 4
3 , откуда

ctg α ctg β−1=ctg(α+β)
(
ctgα+ctg β

)
= 3

4 x и ctg γ=x+
√
3x.

Числа ctg α и ctg β являются корнями квадратного уравнения

t2 − xt+
3

4
x+ 1 = 0

(относительно переменной t). Оно должно иметь решения, по-
этому

x2 − 3x− 4 > 0 ⇐⇒ x > 4 ⇐⇒ ctg γ > 4 + 2
√
3 ⇐⇒

⇐⇒ γ 6 arcctg
(
4 + 2

√
3
)
.

Равенство реализуется при ctg α = ctg β = 2.
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Вариант 10

10.1. Ответ: 16.

Решение. Пусть n — общее число ладей, среди которых m
неугловых. Каждой неугловой ладье L сопоставим пару клеток
периметра доски следующим образом. Если L — некраевая ла-
дья, то она бьет хотя бы две свободные краевые клетки. Их мы
и возьмем (если таких клеток больше двух, то подойдет лю-
бая пара). Если L — краевая ладья, то она бьет хотя бы одну
свободную краевую клетку. Выберем ее, а также ту клетку, на
которой L стоит.

Таким образом, мы получили набор из 2m клеток перимет-
ра доски. В этом наборе неугловые клетки не повторяются, а
некоторые угловые могут встречаться дважды. Пусть таких
клеток k. Заметим, что k 6 4− (n−m) и 2m−k 6 28− (n−m).
Поэтому

2n = 2m+ 2(n−m) 6 28− (n−m) + k + 2(n −m) 6

6 28 + (n−m) + 4− (n−m) = 32.

Значит, n 6 16. Возможные расстановки с 16 ладьями показа-
ны на рисунке.

rs Z Z Z

srZ Z Z

Zrs Z Z

Z srZ Z

Z Zrs Z

Z Z srZ

Z Z Zrs

Z Z Z sr

rsrsrsrs

s Z Z Z

rZ Z Z Z

s Z Z Z

rZ Z Z Z

s Z Z Z

rZ Z Z Z

s Z Z Zr

10.2. Ответ: 2
√
2 + 1.

Решение. Так как A не меняется при перестановке пере-
менных, мы можем считать, что z > π

2 . Так как

cos(y − z) = − cos(x+ 2y), cos(z − x) = − cos(2x+ y)

и cos z = − cos(x+ y),
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мы получим

A = cosx− cos(x+ 2y) + cos y − cos(2x+ y) + cos(x− y)−
−cos(x+y) = 2

(
sin(x+y) sin y+sin(x+y) sinx+sinx sin y

)
.

Заметим, что x+ y = π − z 6 π
2 . Если неравенство строгое, то

заменим y на π
2 −x. Тогда увеличатся sin(x+y) и sin y, а значит,

и A. Таким образом, максимум A реализуется при x + y = π
2 .

В этом случае

A=2(cos x+sinx)+2 sin x cos x=2
√
2 sin

(
x+π

4

)
+sin 2x 6 2

√
2+1.

Значение 2
√
2 + 1 достигается при x = y = π

4 , z = π
2 .

10.3. Ответ: луч, идущий из середины AC через середину BD,
за вычетом отрезка, соединяющего эти точки.

O

A

B

C

D

K

LM

N

E

G

F

Q
P

T

S

Решение. Пусть O и T— точки пересечения AC соответ-
ственно с BD и LM , S — точка пересечения прямой BD с KL,
E — точка пересечения диагоналей KLMN . Проведем через E
прямые, параллельные диагоналям ABCD, и обозначим точки
их пересечения с AC и BD через F и G соответственно (см.
рисунок). Положим λ = BL

BC , x = AO, y = OC. Тогда

CF =CT − TF = (λ+ 1)CO − 1
2 KL = (λ+ 1)CO − 1

2λ · AC =

= (λ+ 1) y − 1
2 λ (x+ y).
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Пусть P и Q — середины отрезков AC и BD соответственно.
Заметим, что

CO − CF = y − (λ+ 1) y + 1
2 λ (x+ y) =

= −λ
(
y − 1

2 (x+ y)
)
= −λ (CO − CP ).

Поэтому точки P и F лежат по разные стороны от O и OF =
λ · OP .

Положим теперь z = BO, w = OD. Тогда

BG = SG− SB = 1
2 LM − λ ·BO = 1

2 (λ+ 1)BD − λ · BO =
1
2 (λ+ 1) (z + w)− λ z,

откуда

BO −BG = z − 1
2 (λ+ 1)(z + w) + λ z =

= (λ+ 1)
(
z − 1

2 (z + w)
)
= (λ+ 1)(BO −BQ).

Поэтому точки Q и G лежат по одну сторону от O и OG =
(λ+ 1)OQ, то есть QG = λ ·OQ.

Осталось заметить, что

−−→
QE =

−−→
QG+

−−→
GE =

−−→
QG+

−−→
OF = λ

(−−→
OQ−−−→

OP
)
= λ · −−→PQ,

где λ — произвольное положительное число. Значит, точки E

заполняют собой весь луч, идущий из Q в направлении
−−→
PQ.

10.4. Ответ: x2 = 34 . . . 34
︸ ︷︷ ︸

2016 цифр

33 43 . . . 43
︸ ︷︷ ︸

2016 цифр

44 при x = 52 . . . 52
︸ ︷︷ ︸

2018 цифр

.

Решение 1. Пусть x = (ab . . . ab). Договоримся восьмерич-
ные числа писать в скобках, чтобы отличать их от десятичных.
Тогда последняя цифра x2 равна b2 mod 8. Из таблицы

b 0 1 2 3 4 5 6 7

b2 mod 8 0 1 4 1 0 1 4 1

ясно, что b = 2 или b = 6. Заметим, что x2 mod 7 = 2018 · (3 +
4) mod 7 = 0. Поэтому

0 = x mod 7 = 2018 (a + b) mod 7 = 2 (a + b) mod 7,
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откуда a = 7 − b. Случай b = 6 не подходит, поскольку
(16 . . . 16)2 оканчивается на 04. Значит, x = (52 . . . 52).

Мы пока не знаем, удовлетворяет ли найденное число x
условию задачи. Чтобы убедиться в этом и получить ответ,
вычислим x2. Пусть n = 1009. Заметим, что

3x = (17 . . . 76) = 2·82n−2, откуда 9x2 =
(
82n−1

)(
4·82n−4

)
.

Число 4 · 82n − 4 кратно 9, поскольку 82n mod 9 = 1. Так как
(400) = (11) · (34)+4, для любого натурального m верно равен-
ство

4 · 82m = (11) · (34) · 82m−2 + 4 · 82m−2.

Применяя его для m = n, m = n− 1 и так далее, мы получим

4·82n=(11)·(3434 . . . 34)+4=9(q+1)+4, где q=(3434 . . . 34
︸ ︷︷ ︸

2n−2 цифр

33).

Тогда

x2 =
(
82n − 1

)
(q + 1) = 82nq + 82n − (q + 1) =

= ( 3434 . . . 34
︸ ︷︷ ︸

2n−2 цифр

33 4343 . . . 43
︸ ︷︷ ︸

2n−2 цифр

44).

Решение 2. Договоримся писать числа в восьмеричной си-
стеме. Пусть x = ab . . . ab. Последняя цифра x2 равна b2 mod 8.
Из таблицы

b 0 1 2 3 4 5 6 7

b2 mod 8 0 1 4 1 0 1 4 1

ясно, что b = 2 или b = 6. Заметим, что x2 mod 7 = 2018 (3 +
4) mod 7 = 0. Поэтому

0 = x mod 7 = 2018 (a + b) mod 7 = 2 (a + b) mod 7,

откуда a = 7−b. Случай b = 6 не подходит, поскольку 16 . . . 162

оканчивается на 04. Значит, число x может быть равно только
52 . . . 52.

131



Докажем по индукции, что при любом натуральном n

52 . . . 52
︸ ︷︷ ︸

2n цифр

2 = 34 . . . 34
︸ ︷︷ ︸

2n−2 цифр

33 43 . . . 43
︸ ︷︷ ︸

2n−2 цифр

44.

Положим xn = 52 . . . 52
︸ ︷︷ ︸

2n цифр

. База индукции очевидна: 522 = 3344.

Допустим, что равенство верно при некотором n. Тогда xn+1 =
82xn + 52. Заметим, что

2 · 52 · xn = 2 · 3344 ·
(
1 + 82 + . . . + 82n−2

)
= 2 · 42210 ·

82n − 1

6310
=

= 5610 ·
(
82n − 1

)
= 7 · 82n+1 − 70.

Поэтому

x2n+1 = 84x2n + 522 + 82 · 2 · 52 · xn =

= 34 . . . 34
︸ ︷︷ ︸

2n−2

33 43 . . . 43
︸ ︷︷ ︸

2n−2

443344 + 70 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

2n+3

−7000 =

= 34 . . . 34 34
︸ ︷︷ ︸

2n

33 43 . . . 43
︸ ︷︷ ︸

2n−4

443344 − 7000 =

= 34 . . . 34
︸ ︷︷ ︸

2n

33 43 . . . 43
︸ ︷︷ ︸

2n

44,

что и требовалось доказать.

10.5. Ответ: n 6= 4.

A

B C

D

EF
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Решение. Договоримся символом X → Y отмечать факт
победы X над Y . Докажем следующее утверждение: если неко-

торое n удовлетворяет условию задачи, то n+2 — тоже. До-
бавим к турниру с n участниками новых теннисистов A и B.
Предположим, что A выиграл у B и проиграл всем остальным,
а B победил всех, кроме A. Пусть C — теннисист, отличный от
A и B. Так как A → B → C → A, в тройке A,B,C каждый
круче двух других, а это и нужно доказать.

Заметим, что все нечетные n > 3 нам подходят. Действи-
тельно, воспользуемся индукцией по n с шагом 2. Индукци-
онный переход вытекает из доказанного утверждения, а база
очевидна: для теннисистов A,B,C положим A → B → C → A.

Покажем, что n = 4 не удовлетворяет условию зада-
чи. Предположим противное. Обозначим участников через
A,B,C,D. Среди них хотя бы один одержал более одной побе-
ды (иначе суммарное число поражений не менее 8, что невоз-
можно при 6 сыгранных партиях). Пусть для определенности
A → B и A → C. Поскольку B и C круче A, мы получим
B → D → A и C → D → A. Но тогда проигравший в паре
{B,C} не будет круче выигравшего.

Осталось показать, что все четные n > 6 на устраивают.
Вновь воспользуемся индукцией по n с шагом 2. Индукционный
переход вытекает из доказанного ранее утверждения, а пример
для n = 6 показан на рисунке.

10.6. Ответ: 2 arcctg
(
3−

√
5
)
.

O

A B

O1

O2
D

α
β

O

A B

C

Решение. Пусть 2α, 2β, 2γ — углы при вершине кону-
сов. Отложим единичные отрезки OA, OB, OC на лежащих
в плоскости стола образующих конусов. Пусть O1 и O2 — точ-
ки на осях симметрии первых двух конусов, проекциями кото-
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рых на стол являются точки A и B, OD — единичный отре-
зок на общей образующей этих конусов. Треугольники OO1A
и OO1D равны по двум сторонам и углу, откуда DO1 ⊥ DO и
DO1 = AO1 = tgα. Аналогичным образом

DO2 = BO2 = tg β.

Поэтому

AB2 = O1O
2
2 − |AO1 −BO2|2 =

= (tgα+ tg β)2 − (tg α− tg β)2 = 4 tg α tg β.

Применяя те же рассуждения к двум другим парам конусов,
мы получим

AC2 = 4 tg α tg γ, BC2 = 4 tg β tg γ.

Пусть ϕ = ∠AOB. Поскольку нам нужен больший из двух воз-
можных третьих конусов, луч OC лежит вне угла AOB. Тогда
(см. правый рисунок)

2∠ACB = 2∠ACO + 2∠OCB = π − 2∠OAB = ∠AOB = ϕ =⇒
=⇒ ∠ACB = ϕ

2 .

Заметим, что

sin
ϕ

2
=

AB

2AO
=
√

tgα tg β

и cos∠ACB = cos
ϕ

2
=
√

1− tgα tg β.

По теореме косинусов для треугольника ABC

√

1− tgα tg β =
AC2 +BC2 −AB2

2AC ·BC
=

=
tgα tg γ + tg β tg γ − tgα tg β

2
√
tgα tg β · tg γ .

Домножая это равенство на 2
√
ctg α ctg β, мы получим

2
√

ctgα ctg β − 1 = ctgα+ ctg β − ctg γ =⇒
=⇒ ctg γ = ctg α+ ctg β − 2

√

ctg α ctg β − 1.
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Положим x = ctg α+ctg β. По условию α+β = arctg 12
5 , откуда

ctgα ctg β − 1 = ctg(α+ β)
(
ctg α+ ctg β

)
= 5

12 x

и

ctg γ = x−
√

5
3 x =

(√
x−

√
5
12

)2

+ 5
12 .

Заметим, что правая часть возрастает по x на [3,+∞). Числа
ctg α и ctg β являются корнями квадратного уравнения

t2 − xt+
5

12
x+ 1 = 0

(относительно переменной t). Оно должно иметь решения, по-
этому

x2 − 5
3 x− 4 > 0 ⇐⇒ x > 3 ⇐⇒ ctg γ > 3−

√
5 ⇐⇒

⇐⇒ γ 6 arcctg
(
3−

√
5
)
.

Равенство реализуется при ctg α = ctg β = 5.
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ОБЩИЕ МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ

И ТИПИЧНЫЕ ОШИБКИ УЧАСТНИКОВ

В отборочном этапе Олимпиады школьников СПбГУ при-
нимают участие тысячи, а в заключительном — сотни участни-
ков. Проверка такого большого количества работ дает возмож-
ность выделить наиболее распространенные ошибки, совершае-
мые участниками, и дать рекомендации, которые позволят из-
бежать аналогичных ошибок тем, кто будет решать задания
Олимпиады в будущем. Начнем с общих методических указа-
ний и замечаний.

1. Приступая к решению задачи, внимательно ознакомьтесь
с ее условием, четко поймите, что дано и что требуется най-
ти. Довольно распространенной ошибкой, особенно в геомет-
рических задачах, является допущение фактов, о которых не
говорится в условии. Например, бывает так, что в условии
речь идет только о четырехугольнике, а при решении задачи
без обоснования берется частный случай: ромб, прямоуголь-
ник или квадрат. Помните, что треугольник нельзя считать ни
равнобедренным, ни равносторонним, ни прямоугольным, если
об этом прямо не сказано в условии; если же одно из данных
свойств вытекает из условия — это необходимо доказать.

2. Если при решении требуется ввести какие-либо новые обо-
значения, которых не было в условии задачи, то перед тем, как
их использовать, обязательно нужно эти обозначения опреде-
лить в тексте решения. Недопустимо использовать одно и то
же обозначение для двух и более различных объектов!

3. Если при решении геометрической задачи вы делаете допол-
нительное построение, то убедитесь, что по вашему описанию
этого построения можно однозначно идентифицировать новый
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геометрический объект. Например, фраза «на луче AB возьмем
точку O на расстоянии a от B» в общем случае определяет два
возможных положения O по разные стороны от точки B (см.,
например, задачу 5 отборочного этапа для 10–11 классов).

4. Если в ходе решения вы собираетесь воспользоваться какой-
либо малоизвестной теоремой, которой нет в стандартной
школьной программе (либо вы не уверены, что она там есть),
то необходимо привести полную формулировку этой теоремы
перед тем, как использовать ее утверждения.

5. Одним из самых распространенных видов ошибок, допус-
каемых участниками, являются ошибки вычислительные. За-
дания Олимпиады всегда составляются таким образом, что-
бы вычисления, которые необходимо провести при решении,
были несложными и доступными для выполнения без кальку-
лятора (согласно Регламенту Олимпиады школьников СПбГУ
на олимпиаде по математике пользоваться калькулятором за-
прещено). Однако многие участники не справляются с такими
вычислениями — особенно обидно, когда ошибка допускается
в самом начале решения, что приводит в итоге к неверному
ответу. Можно посоветовать всегда внимательно относиться к
выполнению вычислений и ни в коем случае не пренебрегать
проверкой результата — это поможет избежать досадного сни-
жения итоговых баллов за работу. Кроме того, умение правиль-
но проводить элементарные математические операции говорит
о высоком уровне общей математической культуры.

6. Стандартной в олимпиадных заданиях является задача о
нахождении наименьшего или наибольшего значения какого-
нибудь выражения A(x, y, z, ...) — стандартной же является и
следующая ошибка, допускаемая при решении задач такого ти-
па: получается оценка выражения — некоторое число M (соот-
ветственно, A > M или A 6 M), но при этом не приводится
реализация, т. е. значения переменных/параметров x, y, z,...,
от которых зависит A и при которых достигается равенство
A = M (см. решения вторых задач в вариантах заключитель-
ного этапа для 10–11 классов). Схожая ситуация возникает и
в разного рода комбинаторных задачах, в которых требуется
определенным образом расставлять числа или шахматные фи-
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гуры, раскрашивать клетки таблицы и т. д. — после того, как
получена оценка числа расставляемых объектов, необходимо
привести пример расстановки такого их количества (см. реше-
ния первых задач в вариантах заключительного этапа для 8–9
и для 10–11 классов).

7. Еще одна типичная ошибка состоит в следующем. Некото-
рые участники решают задачу перебором возможных частных
случаев, однако зачастую этот перебор оказывается неполным.
Например, такая ситуация часто встречалась среди некоторых
решений четвертых задач из вариантов заключительного этапа
для 10–11 классов. Чтобы избежать подобных ошибок, можно
посоветовать по возможности комбинировать перебор с оцен-
ками выражений, признаками делимости и другими теоретико-
числовыми фактами.

8. Следует всегда помнить о том, что ответ к задаче может
быть не единственным (см., например, решения тестовых за-
дач отборочного этапа или решения вторых задач в некото-
рых вариантах заключительного этапа для 8–9 классов). Так-
же обычной является ситуация, когда у задачи нет ответа (см.,
например, решения четвертых задач в вариантах заключитель-
ного этапа для 6–7 классов, а также решение шестой задачи в
третьем варианте этого же этапа для 8–9 классов). Конечно, в
этом случае отсутствие ответа необходимо доказать.

9. Если есть возможность, то полученный ответ необходимо
проверить на корректность. Иногда даже элементарная про-
верка ответа помогает понять, что он ошибочен (например,
сумма углов треугольника оказалась не равной 180◦ и т. д.).

10. К сожалению, проверка работ участников Олимпиады по-
казывает, что очень многие из них не могут изложить свои
мысли на бумаге ясно и четко. Бывает так, что написанное про-
сто невозможно понять: решение может перескакивать с одного
утверждения на другое, не связанное с предыдущим, какие-то
важные рассуждения и выводы могут попросту пропускаться,
некоторые участники даже забывают написать ответ! Все это
приводит к естественному снижению итогового балла за рабо-
ту. Часто такие участники приходят на апелляцию и долго рас-
сказывают, что же они на самом деле хотели написать в работе.
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Но эти объяснения уже не могут ни на что повлиять, так как
оценивается только то, что было написано в работе во время
проведения Олимпиады. Поэтому очень важно научиться пи-
сать свои решения в логически стройном порядке, обязательно
поясняя, что откуда берется, используя понятные обозначения,
и при этом, по возможности, таким почерком, который любой
человек был бы способен прочитать, не напрягаясь.

Далее мы рассмотрим типичные ошибки, совершенные участ-
никами при решении некоторых конкретных задач.

Отборочный этап:

6–9 классы

Задача 5. Если на рисунке к данной задаче углы A и K изоб-
разить не по 30 градусов, как они должны быть, а бо́льшими, то
угол PEI может оказаться очень маленьким. Из-за этого при
невысокой точности чертежа может показаться, что прямые
PR и AI не пересекаются — встречались решения, основанные
на таком неверном выводе.

Задача 7. Хотя из условия задачи следует, что число слов
в песне конечно, некоторые участники в своих решениях это
упустили.

Задача 8. В некоторых решениях был найден искомый набор
делителей путем рассмотрения нескольких первых значений n,
но при этом не было показано, что эти делители годятся для
всех натуральных n > 2.

Отборочный этап:

10–11 классы

Задача 4. При построении рисунка к данной задаче было важ-
но учесть, что четырехугольник SPBU не может быть сим-
метричным относительно прямой, проведенной к середине его
стороны SU , поскольку тогда эта прямая не пересекается с про-
должением медианы треугольника POB, как говорится в усло-
вии, а содержит ее. Ясно, что в этом случае вопрос о величине
угла SAU бессмысленен, так как положение точки A не опре-
делено.
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Задача 6. Из 29 различных чисел можно составить C2
29 сумм

из двух слагаемых, C3
29 — из трех слагаемых, . . . , C28

29 — из 28
слагаемых и одну сумму (C29

29 = 1) из всех этих чисел. Поэтому
в данной задаче никак не оценивалось простое предъявление
какого-то набора из 29-ти чисел, возможно, даже и удовлетво-
ряющего условию задачи, поскольку для проверки этого потре-
бовалось бы проанализировать

29∑

i=2

Ci
29 = (1 + 1)29 − C0

29 − C1
29 = 229 − 1− 29 = 229 − 30

сумм. Очевидно, что такой перебор затруднителен.

Задача 8. Некоторые участники предполагали, что можно
взять A = 22

m

и C = 2k. Тогда исходное уравнение сводится
к уравнению B · 2m +m = k. То есть теперь надо найти такое
натуральное k, для которого существуют 2019 натуральных чи-
сел m, что k−m делится на 2m. После чего утверждалось, что
подойдет любое k, которое имеет достаточно много делителей
(например, факториал какого-то большого числа). Естествен-
но, такие решения без доказательства того, что для данного k
найдутся подходящие m не засчитывались, ведь то, что k име-
ет «очень много делителей», еще не значит, что k − m будет
иметь много делителей. Но такое решение можно доделать, ес-
ли взять k = 2n1 +2n2 + . . .+2n2020 и mi = 2n1 +2n2 + . . .+2ni .
Тогда если n1 < n2 < . . . < n2020 и ni+1 > mi, то числа m1, m2,
. . .m2019 будут удовлетворять нашим условиям.

Задача 9. В некоторых решениях предполагалось, что ес-
ли в качестве числа a взять корень кубического уравнения
a3+a2+1 = 0, то число, о котором спрашивается в условии за-
дачи, будет рациональным, поскольку обратится в 0. Действи-
тельно, указанное уравнение имеет единственный веществен-
ный корень

a∗ =

(

−29 + 3
√
93

54

)1/3

−
(

29 + 3
√
93

54

)1/3

− 1

3
= −1.4655 . . . ,
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который как раз является иррациональным числом. Однако
при этом квадратное уравнение

a2∗ · b2 − b− a∗ = 0

для нахождения числа b не имеет вещественных корней.

Заключительный этап:

6–7 классы

Задача 5, разные варианты. Если учитывать только от-
резки, которые проходят через центральный кружочек, то для
числа, стоящего в нем, получается три возможных варианта.
Правильный ответ из этих вариантов можно выделить, если
рассмотреть боковые отрезки. Однако не все участники прове-
ли такое рассмотрение.

Задача 6, разные варианты. Многие участники приводили
без достаточного обоснования примеры раскраски, при этом
обычно с неверным количеством используемых цветов.

Заключительный этап:

8–9 классы

Задача 1, вариант 4. Некоторые участники не учли, что ко-
личество учеников в классе делится на 12 — это не позволи-
ло им получить правильную оценку числа школьников. Также
иногда не учитывалось то, что Вася не давал конфету самому
себе.

Задача 2, вариант 2. При решении задачи получаются два
квадратных трехчлена, графики которых проходят через за-
данные точки. Некоторые участники в ответе писали оба этих
трехчлена. Однако у одного из них есть нецелый коэффициент,
что противоречит условию задачи.

Задача 6, вариант 1. Числа p и q входят в выражение
p2+ pq+ q2 одинаковым образом (симметрично). Поэтому если
найдена подходящая по условию пара, например, p = 3, q = 5,
то ответом обязательно будет также и пара p = 5, q = 3. Во
многих решениях вторая пара ответов была потеряна.

141



Заключительный этап:

10–11 классы

Задача 1, разные варианты. Невнимательные участники,
правильно определив искомый максимум количества фигур,
приводили в качестве реализации такие расстановки, которые
этот максимум не дают.

Задача 2, разные варианты. Типичной ошибкой в зада-
чах данного типа является необоснованное утверждение о том,
что максимум или минимум функции нескольких переменных
достигается при равенстве аргументов. Например, некоторые
участники при решении задачи использовали какое-нибудь из-
вестное неравенство (скажем, неравенство о средних), строгое
при не совпадающих аргументах, и отсюда делали вывод, что
в исходном неравенстве для достижения максимума или ми-
нимума аргументы должны быть равными. Кроме того, встре-
чались решения, построенные на некорректном использовании
частных производных.

Задача 4, разные варианты. Некоторые участники почему-
то решили, что постановка задачи предполагает отрицатель-
ный ответ, и «обосновывали» его. В вариантах 9 и 10 многие
правильно получили только множители, забыв о том, что тре-
бовалось найти произведение.
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